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RAPPORT CEA-R-6268 – Renaud MASSON 
 
«Modélisation micromécanique des matériaux hétérogènes en régimes transitoires : contributions en vue de 
l'étude du vieillissement des structures en service» 
 
Résumé - La modélisation du comportement mécanique des matériaux de structure se nourrit de plus en plus de paramètres 
microstructuraux. Dans ce cadre, les méthodes d’homogénéisation présentent l’avantage de fournir des méthodes déductives qui, 
à partir des propriétés et de la répartition spatiale des hétérogénéités, déduisent les propriétés effectives du matériau considéré. 
Néanmoins de nombreuses applications soulèvent encore des difficultés. C’est en particulier le cas des matériaux de structure 
présentant un comportement élasto-viscoplastique et soumis à un trajet de chargement non monotone et non isotherme. 
Progresser sur le traitement par homogénéisation de ces situations concrètes constitue précisément le fil conducteur des 
différentes contributions présentées dans ce mémoire d’HDR. Dans le cas élastique linéaire, de nouvelles expressions pour le 
calcul du tenseur d’Eshelby sont tout d’abord établies afin d’améliorer l’efficacité des méthodes d’homogénéisation 
habituellement proposées. Toujours pour des comportements linéaires mais à présent viscoélastique, différentes approximations 
associées à l’utilisation du théorème de correspondance sont étudiées et comparées. On montre notamment  l’équivalence d’une 
de ces approximations (la méthode des collocations) avec une formulation à variables internes du comportement effectif. Cette 
formulation à variables internes conduit à des résultats exacts dans certaines situations et simplifie notablement le traitement des 
comportements viscoélastiques linéaires vieillissants. Dans le cas des comportements élasto-viscoplastiques, s’ajoute à la 
difficulté précédente (couplage viscoélastique) celle du traitement des non linéarités. Des comparaisons établies entre différentes 
familles d’estimation permettent de bien cerner les effets des différentes approximations nécessaires pour traiter ces non 
linéarités. Une proposition d’amélioration est même formulée et mise en œuvre dans un cas particulier. On montre ensuite 
comment décliner l’approche par variables internes dans ce cas non linéaire. Enfin, la question des calculs de microstructures est 
aussi abordée en considérant le cas particulier où des zones de l’élément de volume considéré ont des propriétés mécaniques mal 
définies. Dans le cas élastique linéaire, de nouvelles bornes pour le comportement effectif sont établies en mariant le calcul de 
structure et une approche variationnelle de type Hashin et Shtrikman. Ce dernier point ouvre sur des perspectives de recherche 
importantes : bornes plus resserrées, comportements non linéaires, … Côté méthodes d’homogénéisation, des perspectives 
précises sont aussi définies, en particulier pour les matériaux poly-cristallins, situation pour laquelle le champ d’investigation 
s’élargit nettement (fatigue, grandes déformations, …) grâce à la formulation à variables internes proposée. Enfin, la simulation 
des effets d’irradiation constitue le troisième thème d’intérêt pour les années à venir, l’objectif général étant de mieux prédire les 
effets des déformations de gonflement induites par l’irradiation sur le comportement des structures en service. 
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RAPPORT CEA-R-6268 – Renuad MASSON   
 
« Micromechanical modelling of heterogeneous materials in transient conditions: contributions for the study 
of the ageing of structural components under service » 
 
Abstract - The modelling of the mechanical behaviour of structural materials is increasingly based on microstructural 
parameters. Within this framework, homogenisation methods have the advantage of providing deductive methods which, starting 
from the properties and space distribution of each constituent, deduce the effective properties of the heterogeneous material. 
Nevertheless, many applications make still difficult the use of homogenisation methods. It is in particular the case of structural 
materials presenting elastic-viscoplastic behaviours and subjected to both non-monotone and ageing loadings. To progress on the 
treatment by homogenisation of these useful situations constitutes precisely the main idea of the various contributions presented 
in this work.For linear elasticity, new expressions for the computation of the Eshelby tensor are first of all established in order to 
improve the efficiency of homogenisation methods usually used. Always for linear behaviours but now viscoelastic, various 
approximations associated with the use of the theorem of correspondence are studied and compared. The equivalence of one of 
these approximations (the so-called “collocation method”) with an internal variables formulation of the effective behaviour is 
shown. This internal variables formulation leads to exact results in some situations and strongly simplifies the treatment of 
ageing linear viscoelastic behaviours. In the case of elastic-viscoplastic behaviours, is added to the previous difficulty 
(viscoelastic coupling) that of the treatment of nonlinear behaviour. Comparisons made between various families of estimates 
make it possible to determine the effects of the various approximations needed to deal with these nonlinearities. An improvement 
is also proposed and implemented in a particular case while the extension of this internal variable formulation to nonlinear 
behaviours is discussed. Finally, full-field computations of microstructures are also tackled by considering the particular 
situation where regions of the representative volume element have ill-defined mechanical properties. In the linear elastic case, 
new bounds for the effective behaviour are derived by marrying the structural analysis and a variational approach. This last work 
opens on important prospects for further works: more tightened bounds, nonlinear behaviours, … Considering homogenisation 
methods, further works are precisely defined, in particular for polycrystalline materials. In that situation, the field of 
investigation widens clearly (Fatigue, Large strains, …) thanks to the internal variables formulation proposed. Lastly, the 
simulation of irradiation effects constitutes the third topic of interest for the years to come, the general objective being to better 
predict the effects of the swelling strains induced by irradiation on the behaviour of structural components under service. 
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1
Introdution
L'ingénieur qui onçoit ou étudie une struture peut diilement éhapper à la ques-
tion du omportement des matériaux onstitutifs de la struture onsidérée. Ainsi, même
s'il se limite à l'étude de la réponse élastique de la struture pour son dimensionnement,
il devra se préoupper de ses modes de ruine et don élargir le adre d'étude de son
omportement. De plus en plus souvent, il va aussi regarder de plus près de quelles hé-
térogénéités est onstitué le matériau onsidéré, a minima d'un point de vue qualitatif !
Je pense notamment à des exemples onrets tirés du domaine de l'énergie, en parti-
ulier au aratère anisotrope du uage du matériau de gainage onstituant les rayons
ombustible des réateurs à eau sous pression (lié à la texture orthotrope de e maté-
riau et à la symétrie ristalline (hexagonale) de ses onstituants), au livage apparaissant
dans la ferrite des aiers onstituants ertains omposants du iruit primaire prinipal
des réateurs à eau sous pression (uve, oudes moulés, ...), au rle des porosités dans
les déformations du ombustible nuléaire, ... D'un point de vue quantitatif à présent,
si on veut tenir ompte des eets de es hétérogénéités sur le omportement maroso-
pique du matériau onsidéré, il faut développer un modèle miroméanique (un modèle
d'homogénéisation). Or, plusieurs travaux industriels de Reherhe et de Développement
s'appuient désormais sur des approhes miroméaniques. Dans le domaine de l'énergie,
on trouve enore plusieurs exemples allant de la modélisation de la ondutivité ther-
mique de ertains ombustibles au uage propre du béton des eneintes des réateurs à
eau sous pression, e dernier problème onstituant un exemple d'appliation du théorème
de orrespondane de Mandel (1966) (visoélastiité linéaire) à une situation onrète.
Cependant, l'utilisation quantitative des méthodes d'homogénéisation pour les études
menées par les ingénieurs reste (relativement) modeste, même dans des domaines, omme
elui de l'énergie, pour lequel la simulation numérique est très développée. Pour quelles
raisons ? Pour répondre à ette question, examinons de plus près des situations onrètes
renontrées dans des études relevant du domaine de l'énergie et, pour lesquels, l'emploi
de méthodes d'homogénéisation reste limité (voir Figure 1.1). Du point de vue des solli-
itations imposées tout d'abord, les hargements étudiés sont souvent de nature thermo-
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méanique : si on prend l'étude de la uve d'un réateur à eau sous pression, par exemple,
le hargement est onstitué d'eorts imposés (la pression du aloporteur qui s'exere en
paroi interne) et de ontraintes thermiques (générées par les dilatations diérentielles à
l'÷uvre dans la (forte) épaisseur de e omposant). Bien entendu, e hargement ther-
moméanique est dépendant du temps, les évolutions de la pression imposée ainsi que
du gradient de température étant relatives à la situation onsidérée. Du point de vue
du omportement à présent, la réponse du matériau de struture onsidéré est élasto-
plastique, tout au moins dans la partie la plus solliitée de la struture (au voisinage
du défaut, ...). La nature de l'érouissage joue alors un rle important sur la réponse
de la struture (voir Lefevre et al. (2001)). Pour ertains omposants, des eets diérés
sont aussi observés (uage, relaxation, ...) : par exemple, le jeu initial pastille-gaine des
rayons ombustibles se ferme progressivement sous les eets ombinés de la dilatation
thermique de la pastille et du uage de la gaine résultant de la pression du aloporteur.
Si on retrouve des eets de la vitesse de hargement dans le as de l'aier de uve pour
l'interprétation des essais Charpy de aratérisation à l'état irradié (programme de sur-
veillane), es eets du temps restent limités dans le as des réateurs à eau sous pression
(dits de 2ème (par életronuléaire atuel) et 3ème (EPR en onstrution) générations).
Ave l'élaboration de nouvelles lières (dites de 4ème génération), l'importane relative
de es eets diérés sur la réponse des strutures étudiées va bien entendu s'aroître
du fait des températures de fontionnement visées, supérieures à elles des haudières
nuléaires atuelles.
Fig. 1.1  Cuve et rayon ombustible d'un réateur à eau sous pression (REP)
D'un point de vue théorique, les exemples dérits i-dessus permettent de dénir le
domaine d'appliation attendu des méthodes d'homogénéisation. A l'évidene, il s'agit de
omportements non linéaires (apparition de déformations irréversibles) et, ompte-tenu
de la omplexité des trajets de hargement envisagés (trajet de hargement non mono-
5tone, non radial et anisotherme), on ne pourra réduire le omportement envisagé à un
adre théorique plus simple. En partiulier, on ne pourra pas faire usage de la théorie de la
déformation pour nous limiter à un omportement élastique non linéaire. De même, nous
ne pourrons pas nous ontenter d'étudier les régimes de uage stationnaires. Il nous faut
don étudier ii des omportements non linéaires élastovisoplastiques (le as élastoplas-
tique pouvant être vu omme limite du as élastovisoplastique, je n'aborderai pas ette
question dans e mémoire). Il faut ajouter le qualiatif vieillissant pour tenir ompte
des eets de l'irradiation sur le omportement des strutures étudiées (par exemple le
gonement induit par l'irradiation dans ertains matériaux de struture omme les aiers
austénitiques). Pour appliquer les méthodes d'homogénéisation aux problèmes onrets
dénis i-dessus, il faut don être apable de simuler par homogénéisation la réponse de
matériaux hétérogènes élastovisoplastiques vieillissants à des trajets de hargement non
radiaux, non monotones et anisothermes. Diile d'imaginer plus ompliqué !
Même si des solutions ont été proposées (nous y reviendrons), il n'existait pas, lorsque
j'ai entamé e travail de reherhe, une méthode d'homogénéisation qui fasse l'unanimité
pour traiter le problème posé et e, pour plusieurs raisons :
 sur de nombreuses questions (le traitement des non linéarités, par exemple), il
existait plusieurs propositions diérentes. Des omparaisons ont alors été utiles
pour identier les launes des diérentes méthodes et en proposer de nouvelles. Un
travail de omparaison et d'amélioration était don néessaire.
 la mise en ÷uvre des méthodes d'homogénéisation était lourde eu égard aux temps
de aluls. Il y avait don un travail d'optimisation à mener. Il ne s'agit pas ii de
dérire des améliorations informatiques, mais les développements analytiques à la
base de e travail d'optimisation.
 la formulation de ertains modèles d'homogénéisation laissait penser parfois qu'ils
n'étaient pas appropriés à des situations réelles telles que elles dérites i-dessus
(le vieillissement par exemple). Il s'est avéré frutueux de formuler diéremment,
mais de façon équivalente, le même modèle an de l'utiliser pour des appliations
onrètes. C'était un travail de formulation.
Enn, dans le but de omparer les méthodes d'homogénéisation développées à des solu-
tions de référene, nous avons aussi abordé la question des aluls de mirostrutures,
e qui nous a onduit à résoudre un problème nouveau. L'objetif de e mémoire est de
faire la synthèse de es diérentes ontributions théoriques.
Pour omprendre la struture de e doument, il est à présent néessaire de faire
un ourt rappel onernant les méthodes d'homogénéisation dont l'objetif général est
de prédire le omportement eetif d'un matériau hétérogène à partir de la onnais-
sane du omportement et de la répartition spatiale de ses onstituants. Pour ela, on
onsidère en général un Volume Élémentaire Représentatif (VER) de e matériau hé-
térogène. Les dimensions de e VER sont grandes devant la taille des hétérogénéités,
elles-mêmes supposées grandes pour être représentées par un ontinuum. Toute proé-
dure d'homogénéisation débute par une phase dite de représentation visant à dérire
le milieu hétérogène (en général aléatoire) par des quantités statistiques, par exemple
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la distribution des orientations ristallines d'un matériau poly-ristallin (sa texture). La
phase de loalisation onsiste alors à relier par un modèle les grandeurs loales (la défor-
mation d'un pore, par exemple) aux grandeurs marosopiques imposées (la déformation
marosopique imposée aux bords du VER par exemple). Enn, la phase d'homogénéisa-
tion permet par des opérations de moyenne volumique d'en déduire la réponse eetive
du VER (la ontrainte marosopique par exemple). Lorsque les onstituants du maté-
riau hétérogène onsidéré présentent un omportement élastique linéaire, de nombreuses
méthodes (lois des mélanges par exemple) permettent d'estimer ou de borner les pro-
priétés eetives herhées. Pour des omportements non linéaires, une part signiative
des méthodes proposées ramènent, par linéarisation autour de quantités moyennes par
phase, le problème initial à un problème linéaire (dans la suite du doument, nous ferons
aussi référene à des solutions alternatives).
La résolution d'un problème non linéaire onduisant, par linéarisation, à elle d'un
problème linéaire, l'eort de reherhe dans le as linéaire reste néessaire pour traiter
le problème général déni i-dessus : simuler par homogénéisation la réponse de ma-
tériaux hétérogènes élastovisoplastiques vieillissants à des trajets de hargement non
radiaux, non monotones et anisothermes. C'est l'objet du hapitre 2 de e mémoire,
dans lequel je reviens sur deux ontributions nouvelles dans e as élastique linéaire.
J'aborde alors dans les hapitres 3 et 4 qui suivent des omportements dépendants du
temps, tout d'abord dans le as linéaire (visoélastiité linéaire) puis, non linéaire (élas-
tovisoplastiité). Chaque ontribution présentée onstitue une réponse aux questions
dénies i-dessus : omparaison et amélioration, optimisation, formulation et résolution
d'un problème nouveau.
Notations :
Dans e doument, les notations suivantes sont adoptées :
 x = xiei (i = 1, 2, 3) désigne un veteur de l'espae (sommation sur les indies
répétés, (e1,e2,e3) est un repère orthonormé) ;
 ε = εijei ⊗ ej désigne un tenseur du deuxième ordre (⊗ le produit tensoriel), δ le
tenseur du deuxième ordre unité tel que δij = δij (δ est le symbole de Kroneker) ;
 L = Lijklei ⊗ ej ⊗ ek ⊗ el désigne un tenseur du quatrième ordre, le produit
doublement ontraté étant noté  : selon L : ε = Lijklεklei ⊗ ej.
2
Homogénéisation en élastiité linéaire
Pourquoi diable nous parler d'élastiité linéaire alors que, pour l'essentiel, les pro-
blèmes d'homogénéisation posés sont au mieux dépendants du temps, au pire non li-
néaires ? C'est que, même pour des problèmes non linéaires, les méthodes de résolution
par homogénéisation font en général référene à un Milieu Linéaire de Comparaison
(Ponte Castañeda (1991)) auquel il nous faudra appliquer les méthodes d'homogénéisa-
tion lassiques (modèle auto-ohérent, Hashin et Shtrikman, ...) qui elles-mêmes font
souvent appel à un problème ertes anien, mais à l'évidene inoxydable : le pro-
blème d'Eshelby (1961). Or, il s'est avéré néessaire et frutueux de revisiter e problème
d'Eshelby an d'y apporter dans le as général une solution plus simple (voir setion
2.2) qui, je l'espère, failitera l'emploi des méthodes d'homogénéisation dans les années
à venir.
Si le problème d'Eshelby est un problème anien, je me suis également intéressé à
des méthodes de résolution plus réentes : les aluls tridimensionnels de Volumes Élé-
mentaires Représentatifs de miro-strutures réelles. De nombreux travaux ont en eet
abordé ette question es quinze dernières années : je pense en partiulier à l'équipe de
G. Cailletaud (Barbe et al. (2001)) et d'Anand (Staroselsky and Anand (1998)) pour la
simulation de VER de polyristaux par la méthode des éléments nis ; aux simulations de
VER par la méthode FFT (Mouline and Suquet (1998)) utilisées tant pour la simulation
de miro-strutures de type omposite (Mouline and Suquet (1998)) que polyristallines
(Lebensohn (2001)). La question nouvelle rapportée dans e mémoire m'a été posée par
un ollègue d'EDF-R&D, C. Toulemonde, qui herhait à eetuer des simulations de
VER du béton, vu omme une matrie de iment renforée par des granulats en forte
proportion (50%) : pour des raisons pratiques que nous détaillerons plus loin, la disréti-
sation spatiale (éléments nis ii mais e pourrait être aussi des voxels ave la méthode
FFT !) onduit à dénir des mailles ontenant au moins deux phases diérentes. Quelles
propriétés aeter à es éléments ? Quelle propriété eetive en déduire ? ... Voilà les
questions que j'aborderai dans la setion 2.3.
Que e soit le problème d'Eshelby ou la méthode variationnelle étudiée dans la setion
2.3, la notion de déformation libre (équivalente, nous le verrons plus loins, à la notion
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de polarisation), joue un rle entral. C'est pourquoi je reviens tout d'abord sur ette
notion en setion 2.1.
Par la suite, on onsidère un VER V d'un matériau hétérogène élastique linéaire, une
déformation marosopique ε homogène étant appliquée sur sa surfae extérieure ∂V . Les
modules élastiques de haune des phases (indie (s)) sont notés par les tenseurs d'ordre
quatre Ls (1 ≤ s ≤ np, np désignant le nombre de phases). En haque point x ∈ V , la




ε : L(x) : ε (2.1)
ε étant le tenseur innitésimal des déformations tandis que le module élastique L(x)
est égal à Ls si le point x onsidéré se trouve dans la phase d'indie (s). Les propriétés
eetives du VER sont déterminées par son énergie eetive de déformation selon Hill
(1963) :







K désignant l'ensemble des hamps de déformation inématiquement admissibles ave la
déformation moyenne ε. Le problème (2.2) peut être résolu par des modèles d'homogé-
néisation analytiques, ertains s'appuyant sur la résolution du problème d'Eshelby (voir
setion 2.2). Mais, e problème (2.2) peut être aussi résolu diretement par un alul
éléments nis (par exemple) sur une réalisation donnée du VER onsidéré (voir setion
2.3).
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2.1 Déformations libres en élastiité linéaire
2.1.1 Exemples de manifestation méanique des déformations libres
L'eet méanique des dilatations thermiques sur les strutures doit souvent être pris
en ompte pour leur dimensionnement. On peut iter par exemple, le dimensionnement
des lignes de tuyauteries. La présene d'anrages en ertains points de la ligne de tuyau-
terie où des dilatations diérentielles vont induire des eorts qui sont srupuleusement
étudiées en partiulier dans des zones sensibles (soudures, transitions d'épaisseur, ...).
Par ailleurs, les omposants de forte épaisseur (forte épaisseur néessaire pour une bonne
tenue à la pression) soumis à des transitoires thermiques sont aussi le siège de dilatations
thermiques diérentielles (voir par exemple Masson et al. (2002) pour l'étude d'une uve
d'un réateur à eau sous pression soumise à un transitoire thermique).
En haun des points x des strutures onsidérées dans es exemples, la réponse
élastique linéaire s'érit :
σ(x) = L(x) : (ǫ(x)− ǫ0(x)),
la déformation libre ǫ0(x) devant être onsidérée omme un paramètre de hargement
extérieur. C'est le plus souvent une déformation d'origine thermique mais on peut imagi-
ner une déformation induite par bien d'autres eets (gonements induits par l'irradiation
mais aussi déformation assoiée à une transformation de phase, ...). A noter que ette
relation peut aussi s'érire :
σ(x) = L(x) : ǫ(x) + p0(x),
le tenseur du deuxième ordre p0(x) = −L(x) : ǫ0(x) étant symétrique et homogène à
une ontrainte. Il est souvent appelé tenseur de polarisation.
Si la struture onsidérée est libre de se dilater et que le hamp de déformation libre
appliqué à la struture est uniforme, ette struture va se dilater ou se ontrater sans
générer de ontraintes. En revanhe, si la struture n'est pas libre de se dilater (anrage
d'une ligne de tuyauterie par exemple) ou si la déformation libre n'est pas uniforme
(gradient thermique dans l'épaisseur d'un omposant par exemple), la struture va être
le siège d'un hamp de ontrainte (des ontraintes dites thermiques dans le as d'une
déformation libre d'origine thermique). Prenons pas exemple le as d'un ylindre, supposé
inniment long selon son axe, libre de se dilater radialement (pas d'eort imposé à sa
périphérie) mais soumis à un gradient thermique parabolique de la forme (oordonnées




(R2 − r2) + T (R).
Ce gradient thermique a ii pour origine une soure de haleur, uniformément répartie
dans le ylindre (p la puissane volumique), R désignant le rayon extérieur du ylindre,
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λ sa ondutivité thermique et T (R) la température imposée en périphérie du ylindre.




(R2 − r2) + ∆TR
]
δ,
α désignant le oeient de dilatation thermique, supposé indépendant de la tempé-
rature, du matériau onstituant le ylindre, ∆TR = T (R) − T0 (T0 la température de
référene pour laquelle la dilatation thermique est nulle).
Qualitativement, le entre du ylindre souhaitant se dilater davantage que sa périphé-
rie, il va être mis en ompression tandis que la périphérie sera en tration. Le matériau
onstituant le ylindre étant supposé isotrope (module d'Young E, oeient de Poisson
ν), ette distribution de déformation libre induit eetivement un hamp de déplaement.
Le ylindre étant supposé inniment long dans la diretion axiale, nous allons modéli-
ser la déformation axiale omme une onstante indépendante du rayon (déformations
planes). Le déplaement radial, solution des équations de Navier dans le plan (r, θ), est











R2 r − r3
]
er.
La distribution de ontraintes tangentielles (thermiques) dans une setion droite du y-







Ce modèle très simple peut diretement être appliqué à un as d'appliation onret : la
réponse thermoméanique d'une pastille ombustible nuléaire d'un réateur à eau sous
pression en tout début de vie en réateur (voir Figure 2.1). D'un rayon extérieur d'ap-
proximativement 4mm, es pastilles possèdent les aratéristiques suivantes : module
d'Young de 200GPa, oeient de Poisson égal à 0, 31, dilatation thermique s'élevant
approximativement à 10−5C−1. Elles sont par ailleurs aratérisées par une ondu-
tivité thermique médiore (de l'ordre de 2 10−3W mm−1C−1) de sorte qu'en régime
de fontionnement nominal (puissane volumique produite égale à 0, 4W mm−3, soit
approximativement 200W par entimètre de olonne ombustible), le gradient de tem-
pérature entre le entre et la périphérie de la pastille s'élève à 800C. Dès la première
montée en puissane, la ontrainte tangentielle en périphérie pastille dépasse 1GPa. Les
onséquenes pour ette éramique fragile (ontrainte à rupture de l'ordre de 100MPa)
sont visibles sur la Figure 2.1 : on observe un réseau de ssures radiales qui traversent la
éramique !
2.1.2 Prinipe de minimum pour le problème élastique linéaire ave
déformations libres
En l'absene de déformations libres (et de fores de volume), l'énergie potentielle
d'une struture soumise à des onditions aux limites mixtes (ud et T d : déplaements et
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Fig. 2.1  Figure de gauhe : pastille ombustible d'un REP. Figure de droite : éramographie
d'une pastille de dioxyde d'Uranium irradiée : fragmentation radiale induite par les ontraintes
thermiques.











u désignant un hamp de déplaement inématiquement admissible ave le déplaement
imposé ud, ε le hamp de déformation assoié (gradient symétrisé) et ∂VT d la surfae
extérieure de la struture soumise aux eorts T d. Le hamp solution minimise l'énergie
potentielle de sorte que, pour les onditions de hargement en déformation homogène au
bord de la struture, on retrouve la relation (2.2).
En présene d'un hamp de déformation libre ε0(x) à l'÷uvre dans la struture onsi-
dérée et pour des onditions aux limites (ud,T d), le hamp de déplaement solution





























Nous utiliserons ette quantité dans la setion 2.3 mais nous pouvons d'ores et déjà en
donner un exemple d'appliation en revenant au problème de la pastille ombustible
soumise à un gradient de déformation libre (thermique). Nous avons vu que, sous l'eet
de e gradient thermique, la pastille se fragmente (voir Figure 2.1). Nous allons don
onsidérer à présent un fragment de ette pastille (seteur angulaire d'angle θm et de
rayon R) soumis à la même distribution de température que préédemment. Les bords
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latéraux du fragment étant libres, le hamp de déplaement présente une omposante
tangentielle et dépend de l'angle θ. Si des solutions pour le oin inni sont bien entendu
disponibles (voir par exemple Mihell (1902)), la solution exate de e problème (oin
ni, distribution de déformations libres) n'est pas onnue. Nous herhons ii une solution
approhée du déplaement, hoisi de la forme
1
:






AR2r − (1 +Bθ2)r3] et uθ(r, θ) = αp
16λ
Cθr3,
(A,B,C) désignant trois onstantes qu'il nous reste à déterminer.
Cette forme du hamp de déplaement assure qu'il est inématiquement admissible
ave l'unique ondition aux limites inématique (ud(0) = 0) tout en respetant la symé-
trie du problème par rapport à l'axe θ = 0. Par linéarité, les deux omposantes de e
déplaement sont proportionnelles au hargement (ii le gradient thermique
αp
4λ ).
L'emploi du prinipe de minimum (2.4) ave la ondition aux limites T d = 0 se
réduit alors à herher les trois onstantes (A,B,C) minimisant le potentiel. Le hamp de
déplaement (et don la déformation) dépendant linéairement de es oeients, l'énergie
potentielle est une forme quadratique des oeients (A,B,C). Ces trois oeients sont
don solution d'un système linéaire à trois équations qu'on peut inverser aisément. On
obtient :











5(1− 2ν) + (5− 2ν)θ2m
et C = −7
4
.
Cette solution approhée donne d'exellents résultats omme en témoigne la Figure 2.2.
Sur ette gure sont représentées les variations radiales du déplaement tangentiel pour
diérentes valeurs de l'angle θ (0 ≤ θ ≤ θm). Les préditions de l'approhe proposée sont
omparées à la solution de référene établie par un alul éléments nis. On onstate un
très bon aord entre ette solution et la solution éléments nis.
A noter que le déplaement tangentiel est négatif dans le as onsidéré. Il n'y a don
pas de onditions de ontat unilatéral (entre fragments voisins) à traiter dans e as. Dès
qu'il y a fermeture du jeu pastille-gaine en revanhe, il faut tenir ompte d'une pression de
ontat en périphérie pastille qui va induire une zone de ontat inter-fragment (...) Cette
solution a don été améliorée pour tenir ompte des diérentes solliitations apparaissant
en réateur (fermeture du jeu pastille-gaine, gonement d'irradiation, ..., voir Masson
(2006) et Baron et al. (2008)).
Bien qu'approhée, la forme du hamp de déplaement est néanmoins très instrutive.
D'une part, on onstate que le déplaement radial (qui pilote l'aroissement de diamètre
du rayon ombustible) dépend au deuxième ordre de l'angle θ. La poussée de la pastille
1
Comme préédemment, nous négligeons les variations radiales de la déformation selon l'axe du
ylindre (déformations planes) ainsi que les variations axiales du déplaement radial à l'origine de la
forme en diabolo des fragments de pastille.
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Fig. 2.2  Déplaement tangentiel en fontion du rayon (0 ≤ r ≤ 4mm) pour diérentes
valeurs de l'angle θ (θ = 0 (rayon 0 orrespondant à l'axe de symétrie du fragment) à θ = θm
(ssure délimitant le bord extérieur du fragment) dans une pastille de dioxyde d'Uranium
(régime nominal, jeu pastille-gaine ouvert) : omparaison de résultats exats (éléments nis) à
eux obtenus grâe au modèle semi-analytique développé (éhelle = millimètre).
sur la gaine est don relativement homogène sur la gaine. De surroît, seul le oeient
B dépend de la taille du fragment (θm) alors que la ontribution Bθ
2
est du deuxième
ordre. L'eet de la taille du fragment sur la déformation radiale est don, elles aussi,
du deuxième ordre. En revanhe, l'ouverture ̟(r) des fragments de pastille (voir Figure
2.3), pilotée par la omposante tangentielle du déplaement, dépend linéairement de la





Or, ette ouverture dans le plan (r, θ), ombinée à la mise en diabolo de la pastille
dans le plan (r, z), est la fore motrie de l'interation pastille-gaine pouvant onduire à
l'apparition de ssures dans la gaine. Le résultat obtenu permet don de mieux appréier
l'eet de la taille du fragment sur ette fore motrie : toutes hoses étant égales par
ailleurs (propriétés méaniques de la pastille, ontat pastille-gaine, ...), nous onstatons
qu'une diminution de la taille du fragment est suseptible de diminuer le risque de rupture
dans la gaine.
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Fig. 2.3  Ouverture entre fragments de pastille : les déplaements tangentiels des deux frag-
ments représentés onduisent à un éartement des bords extérieurs de es fragments. Un dépla-
ement tangentiel nul orrespond à une zone de ontat entre fragments.
2.2 Le problème d'Eshelby
2.2.1 Rappels
Comme Eshelby (1961), on onsidère par la suite un milieu inni obéissant à un
omportement élastique linéaire, L désignant le tenseur d'ordre quatre des modules élas-
tiques. Si on soumet une région ellipsoïdale Ω de e milieu à une déformation libre
uniforme (déformation thermique, gonement, ...) ε0, la déformation résultante, notée ε
est, elle aussi, uniforme dans Ω et égale à S : ε0 (εij = Sijklε
0
kl ave sommation sur les
indies répétés), expression dans laquelle S est un tenseur du quatrième ordre, appelé
aussi le tenseur d'Eshelby (Sijkl désignent ses omposantes dans un repère artésien).
Ce tenseur d'Eshelby présente les habituelles symétries mineures Sijkl = Sjikl = Sijlk
mais n'obéit pas de façon générale aux symétries majeures (Sijkl 6= Sklij). C'est pourquoi
on emploie souvent le tenseur de Hill (1965), noté P et déni par S = P : L. Ce tenseur
P présente l'intérêt d'obéir aux symétries mineures et majeures (voir l'annexe C de Bor-
nert (1996)). Comme e tenseur P relie la déformation de l'inlusion à la polarisation
assoiée à ε0 (p0 = −L : ε0)2, on appelle e tenseur P le tenseur de polarisation de Hill.
Diérentes expressions de e tenseur de polarisation de Hill sont disponibles dans la




















,A désignant le tenseur
aoustique (Aik = Lijklwjwl) ;
2
En eet, la déformation de l'inlusion est égale à S : ε0 = P : L : ε0 = −P : p0.
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 ζ le tenseur du deuxième ordre aratérisant la géométrie de l'ellipsoïde onsidéré :
||ζw|| ≤ 1, l'origine étant prise au entre de l'inlusion.
2.2.2 Motivations
Si le milieu inni onsidéré est anisotrope, l'expression algébrique du tenseur de po-
larisation de Hill dépend d'une intégrale double (Mura, 1982). Diérentes méthodes nu-
mériques ont été proposées pour aluler es intégrales doubles (autant d'intégrales que
de omposantes !). Or, omme illustré sur la Figure 2.4, e problème d'Eshelby est utilisé
pour aluler des bornes (Hashin and Shtrikman (1963), Ponte Castañeda and Willis
(1995)) ou des estimations (Kröner (1958), Mori and Tanaka (1973)) du omportement
eetif de matériaux hétérogènes.
Dans beauoup de as linéaires, le milieu inni sera isotrope et les inlusions sphé-
riques ou sphéroïdales auxquels as, le tenseur de polarisation de Hill peut être alulé
expliitement (voir Ponte Castañeda and Willis (1995) pour le as d'inlusions sphé-
roïdales). Dans le as d'un milieu inni isotrope (modules de isaillement et de om-








ave I = J +K, Iijkl =
1
2(δikδjl + δilδjk) et J ijkl =
1
3δijδkl.
Cependant, même dans le as élastique linéaire, on peut renontrer des situations
de symétrie plus omplexes. Par ailleurs, omme rappelé plus haut, les méthodes d'ho-
mogénéisation dans le as non linéaire proèdent généralement par linéarisation de la
loi de omportement non linéaire (Milieu Linéaire de Comparaison). Les diérentes mé-
thodes de linéarisation proposées (voir Rekik et al. (2007)) onduisent à des propriétés
élastiques fortement anisotropes. Par exemple, pour une linéarisation tangente (Moli-
nari et al. (1987), Lebensohn and Tomé (1993), Rougier et al. (1994), Ponte Castañeda
(1996)) d'une loi de omportement isotrope non linéaire (voir setion 4.1), les tenseurs
des modules linéarisés exhiberont au mieux une symétrie de révolution (autour de l'axe
de tration). Dans e as, l'intégrale double peut être réduite à une intégrale simple (voir
Kneer (1965) ave des orretions dans Huthinson (1976), voir aussi Lin and Mura (1973)
pour une rédution similaire dans le as d'inlusions sphéroïdales plongées dans un milieu
inni de symétrie ubique). Dans le as général (matériaux polyristallins texturés, ...),
les phases du Milieu Linéaire de Comparaison auront un omportement obéissant à une
anisotropie beauoup plus générale.
En pratique, le alul numérique de es intégrales doubles (voir Brenner et al. (2004)
pour une omparaison de diérentes méthodes de quadrature) réduit signiativement
les performanes en termes de temps alul des simulations envisagées et onstitue don
un des verrous à l'utilisation plus intensive de es méthodes d'homogénéisation (dans
les odes de alul de struture, par exemple). Comment faire sauter e verrou ? Mura
(1982) avait déjà suggéré de tirer prot de la théorie des résidus, pour réduire ette inté-
grale double à une intégrale simple. Ting and Lee (1997) avaient appliqué ette méthode
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Fig. 2.4  Une estimation (estimation autoohérente (Kröner (1958))) et des bornes (Hashin and
Shtrikman (1963)) dont le alul utilise la solution du problème d'Eshelby. Pour une déformation
marosopique imposée au bord du VER ε, les moyennes par phase des déformations sont égales
aux déformations des inlusions représentatives. A noter que dans le as des bornes de Hashin et
Shtrikman, la déformation appliquée loin de l'inlusion ε0 est hoisie de façon à assurer que la
moyenne des déformations dans haque phase est égale à la déformation marosopique imposée.
Dans le as du modèle autoohérent, le module eetif L˜ herhé est solution de
∑
r L
r : (Q +
Lr)−1 = L˜ : (Q + L˜)−1, le tenseur du quatrième ordre Q dépendant de L˜ et du tenseur de
polarisation de Hill assoié à ette propriété eetive et à la forme des inlusions, Q = P−1 − L˜
('est le tenseur d'inuene de Hill). La borne supérieure d'Hashin et Shtrikman est obtenue en
hoisissant L+/− omme la plus grande (au sens des formes quadratiques assoiées) des rigidités
des diérentes phases (notée L+ dans e qui suit). Cette borne pour le module eetif est donnée





−1 −Q, le tenseur du quatrième ordre Q faisant à nouveau
référene au module du milieu inni L+ et au tenseur de polarisation assoié, Q = P−1 − L+.
Inversement, la borne inférieure onduit à hoisir la plus faible des rigidités des diérentes phases.
pour dériver des expressions expliites de la fontion de Green en fontion des ples de
l'intégrande (les valeurs propres de Stroh). Plus réemment, Suvorov and Dvorak (2002)
ont dérivé des expressions expliites du tenseur de polarisation de Hill dans le as d'in-
lusions de formes ylindrique ou disk-shaped (voir aussi Gruesu et al. (2005)). Ma
ontribution à e sujet (Masson (2008)) se plae dans le as le plus général possible (sy-
métrie quelonque du milieu inni et inlusion ellipsoïdale). Elle a débuté par l'étude
du as bidimensionnel, nettement plus simple, situation pour laquelle j'ai pu aluler
expliitement les diérentes omposantes du tenseur P (voir Masson (2008) pour la dé-
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monstration et les expressions détaillées). Dans le as tridimensionnel, les expressions
sont ertes plus lourdes mais j'ai pu réduire l'intégrale double à une intégrale simple
(voir 2.2.3).
2.2.3 Nouvelle expression en 3D
On peut montrer (voir, par exemple, Suvorov and Dvorak (2002))
3
que l'expression







On en déduit que dans les axes prinipaux de la région ellipsoïdale Ω onsidérée (ζij =
1
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L'inversion du tenseur aoustique intervenant dans l'expression de M revenant à
diviser la matrie des o-fateurs par le déterminant de A, les intégrandes apparaissant
dans (2.9) sont en fait des frations rationnelles dépendant de (cos(φ), sin(φ)) et de







(expression dans laquelle la dépendane de l'intégrande vis-à-vis de l'angle φ a été omise
an d'alléger les notations), le hangement de variables t = 1/tan(θ2 ) permet de réduire













expression dans laquelle pijkl et q sont des fontions polynomiales de degré six dont les
oeients dépendent des diérentes omposantes du tenseur des modules, de l'angle φ
3
Pour passer de l'expression (2.6) à l'expression (2.8), il faut eetuer le hangement de variable
x = 1
||ζ−1w||
ζ−1w et utiliser le fait que M (λw) = M (w), λ étant un salaire.
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et de la forme de l'ellipsoïde
4
.
Si Im(z) et Re(z) désignent respetivement les parties imaginaire et réelle du nombre
4
En voii les expressions en fontion des modules L, de l'angle φ et des deux veteurs n = (0, 0, 1
a3
)













q5 = εmnl(Qm1(Sn2Ql3 +Qn2Sl3) + Sm1Qn2Ql3),
q4 = εmnl(Qm1(Sn2Sl3 + Qn2Tl3 + Tn2Ql3) + Sm1(Qn2Sl3 + Sn2Ql3) + Tm1Qn2Ql3),
q3 = εmnl(Qm1(Sn2Tl3 + Tn2Sl3) + Sm1(Sn2Sl3 + Qn2Tl3 + Tn2Ql3) + Tm1(Qn2Sl3 + Sn2Ql3)),
q2 = εmnl(Qm1Tn2Tl3 + Sm1(Sn2Tl3 + Tn2Sl3) + Tm1(Qn2Tl3 + Tn2Ql3 + Sn2Sl3)),
q1 = εmnl(Sm1Tn2Tl3 + Tm1(Sn2Tl3 + Tn2Sl3)),
q0 = εmnlTm1Tn2Tl3,
ave :
Qik = Lijklnjnl = Li3k3n
2
3,
Sik = Rik + Rki, Rik = Lijklnjml = Li3k1m1n3 + Li3k2m2n3,
Tik = Lijklmjml = Li1k1m
2
1 + (Li1k2 + Li2k1)m1m2 + Li2k2m
2
2.


















(Aˆujk(niml + nlmi) + Aˆ
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ik(njml + nlmj)
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u
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omplexe z, ette dernière intégrale peut être simpliée à l'aide du théorème des résidus

























(z1, z2, z3) étant les raines omplexes ave partie imaginaire positive de l'équation sex-
tique q(z) = 0 et z → ln(z) la valeur prinipale du logarithme naturel.
Finalement, l'expression des diérentes omposantes du tenseur de polarisation de



























A noter que ette expression n'est valable que si les raines de la sextique q(z) = 0 sont
simples. Diérentes expression alternatives sont données dans la plupart des as dégéné-
rés possibles (Masson (2008)).
2.2.4 Résultats
Si Nφ et Nθ désignent respetivement les nombres de pas d'intégration sur les deux
angles d'Euler φ et θ, le temps de alul assoié à l'intégration usuelle est proportionnel
au produit (Nφ ∗ Nθ) tandis qu'il est proportionnel à Nφ ave l'expression réduite pro-
posée. Le rapport des temps de alul (noté ξ) entre la méthode réduite et la méthode
habituelle varie don en
1
Nθ
. Néanmoins, il faut souligner que le alul de l'intégrande
assoié à la nouvelle expression proposée demande plus d'opérations que le alul habi-
tuel. Une appliation numérique était don bien néessaire pour vérier l'eaité de la
méthode proposée.
Pour ela, on a onsidéré une matrie à symétrie ubique (
L1122
L1111
= 0.57,L1212L1111 = 0.49)
et une inlusion sphéroïdale (a2 = a3 = 1), l'anisotropie étant ontrlée par le paramètre
géométrique a1. Toutes les opérations d'intégration sont eetuées par la méthode des
trapèzes ave les mêmes exigenes de préision. Pour diérents rapports a1/a3, le nombre
d'intégrations néessaires pour atteindre le niveau de préision exigé (Nφ,Nθ) a été dé-
terminé (résultats reportés dans le tableau 2.1). Comme attendu, plus l'anisotropie est
forte, plus e nombre de pas est important. Nous avons aussi reporté dans le tableau 2.1
le ratio des temps de alul ξ. On onstate tout d'abord que, quand a1/a3 = 1, ξ est
supérieur à 1/Nθ = 1/32 ≈ 0, 03. Ce résultat montre bien que l'intégrande assoié à la
nouvelle expression néessite plus d'opérations (approximativement inq fois plus) que
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l'intégrande assoié à l'expression usuelle mais reste plus eae qu'une intégration nu-
mérique (ξ reste inférieur à 1 !). Par ailleurs, on retrouve bien que ξ dépend linéairement
de 1/Nθ et que e rapport déroît signiativement quand le rapport de forme a1/a3 roît
de 1 à 100. Ces résultats mettent bien en évidene l'eaité de la méthode proposée,
en partiulier, lorsque l'anisotropie devient forte.
Ii, l'anisotropie était ontrlée par la forme de l'ellipsoïde. Cependant, des situations
de forte anisotropie sont aussi renontrées dans bien d'autres appliations omme l'homo-
généisation de matériaux présentant un omportement non linéaire (voir, par exemple,
les travaux de Ghahremani (1977)). L'apport de la méthode proposée reste don très
général.
Tab. 2.1  Nombre de pas d'intégration(Nφ,Nθ) et rapport des temps de alul (ξ) en
fontion du paramètre d'anisotropie a1/a3
a1/a3 1 10 100
Nφ 64 256 1024
Nθ 32 128 512
ξ 0,16 0,04 0,011
2.2.5 Conlusions
Comme illustré dans le paragraphe préédent, le gain sur le temps de alul de es
nouvelles expressions est signiatif, en partiulier dans des situations de fortes anisotro-
pies. Les nouvelles expressions proposées sont don d'un grand intérêt pour la mise en
÷uvre numérique des méthodes d'homogénéisation.
Par ailleurs, parmi les perspetives de travaux sur ette question, on peut iter l'étude
des as partiuliers (le as inompressible, par exemple, qui est utile pour l'étude des mi-
lieux hétérogènes visoplastiques) ainsi que l'extension aux expressions en vitesse du
tenseur P (Suvorov and Dvorak (2002)). Ces dernières expressions permettent de traiter
les situations pour lesquelles une des phases voit ses propriétés élastiques évoluer ave le
temps (par l'intermédiaire de la température dans le as d'un hargement thermoméa-
nique par exemple).
Les nouvelles expressions proposées pourraient aussi permettre de aluler plus e-
aement les moments d'ordre deux des hamps mirosopiques (par exemple la moyenne
de σijσkl sur une des phases onstituant le VER), quantité d'intérêt pour la modélisa-
tion des omportements non linéaires omme nous le verrons dans le hapitre 4. Pour
les méthodes d'estimation ourantes (modèle autoohérent par exemple), e alul des
moments d'ordre deux néessite eetivement de dériver le tenseur de polarisation de Hill
par rapport au tenseur des modules élastiques attahé au milieu inni (voir Brenner et al.
(2004) pour plus de détails). On pourrait don tirer prot de l'expression réduite (2.14)
(ou de l'expression établie dans le as bidimensionnel dans Masson (2008)), pour déri-
ver diretement la relation P (L). Pour une omposante Lmnpq du tenseur des modules,
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ette dérivée néessitera néessairement de aluler
∂zs
∂Lmnpq
, le triplet (z1, z2, z3) désignant
les raines omplexes de la sextique dénie dans la setion i-dessus. Pour aluler es
quantités, il sut de remarquer que :



















A noter enn que la méthode développée dans e travail a depuis été employée (Bar-
thélémy (2009)) an de aluler les propriétés eetives de milieux élastiques ssurés.
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2.3 Caluls de miro-struture sur maillages libres
2.3.1 Motivations
Les aluls de VER (par la méthode des éléments nis par exemple) présentent
un avantage majeur par rapport aux méthodes d'homogénéisation : 'est un problème
de struture qui présente ertes des onditions aux limites partiulières (onditions en
ontrainte ou en déformation homogènes au bord du VER ou onditions de périodiité)
mais qui peut être traité omme un problème de struture habituel tel que déni par la
minimisation (2.2). C'est pourquoi un méaniien des strutures s'intéressant aussi à la
méanique des matériaux hétérogènes saura aisément appréhender un tel alul.
Cette apparente (et relative) simpliité ahe en réalité des diultés qu'il ne faut
pas oublier. En pratique, un alul de VER est limité par un nombre de degrés de
liberté maximal, dépendant de la mahine utilisée (et don de l'année du alul ...), de
la stratégie de alul (parallélisation, ...), ... Pour un trajet de hargement donné, on
peut en partiulier se demander quelle est l'inuene de la taille du VER (nombre de
partiules pour un omposite, nombre de grains pour un agrégat, ...) sur le résultat nal.
Par ailleurs, lors de l'étape de représentation du matériau hétérogène onsidéré, on va
établir un modèle de miro-struture et don faire des hypothèses (forme des phases,
taille minimale, ...). Quelles sont les onséquenes de es hypothèses sur le résultat du
alul ?
Ces diultés étant intimement liées à la représentation disrète de la miro-struture
(mailles ou voxel), Toulemonde (2006) propose de dissoier la question du maillage de
elle du alul, omme d'autres auteurs auparavant (voir Zohdi and Wriggers (2001) dans
le as élastique linéaire ou même Barbe et al. (2001) dans le as d'agrégats de ristaux
élastovisoplastiques). Si, pour simplier, on onsidère un matériau biphasé onstitué
d'une matrie (phase notée (m) par la suite) et d'inlusions (notées (i)). La méthodologie
proposée initialement dans Toulemonde (2006) onsiste à mailler (en vue d'un alul
éléments nis) une miro-struture et aeter à e maillage :
 mailles ontenues dans la matrie : module élastique de la matrie (Lm) ;
 mailles ontenues dans les inlusions : module élastique des inlusions (Li) ;
Reste à dénir le omportement des mailles intermédiaires (elles ayant des n÷uds dans
la matrie et les inlusions). Dans e qui suit, nous supposerons qu'il n'y a qu'un seul
type de mailles intermédiaires et nous notons V2, le volume onstitué par les mailles inter-
médiaires (fration volumique c2) et V1 elui onstitué des mailles dont le omportement
est lairement déni (fration volumique c1 = 1− c2).
Le hoix le plus naturel onsiste à aeter à es mailles intermédiaires le omporte-
ment de la phase la plus molle ou elui de la phase la plus rigide. Le problème de struture
est alors bien posé et on obtient ainsi un enadrement du omportement eetif. C'est le
Strengthening Theorem établi par Hill (1963). Or, on onnaît dans e volume V2 les fra-
tions volumiques des phases en présene. On aimerait pouvoir utiliser ette information
pour améliorer l'enadrement du omportement eetif. Les prinipaux résultats obtenus
sur ette question sont détaillés dans le paragraphe suivant.
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a)
b)
Fig. 2.5  Illustration dans le as bidimensionnel de la méthodologie proposée : la mirostruture
du omposite biphasé onsidéré est représentée gure de gauhe. Après projetion sur un maillage
régulier omptant 2000 éléments triangulaires, on obtient des éléments bien dénis (bleus pour
les éléments dans la matrie et verts pour les éléments dans les inlusions) et des éléments
intermédiaires (rouge). Ces éléments sont représentés (vue élatée) sur la gure de droite. Le
maillage étant grossier, la proportion d'éléments intermédiaires est loin d'être négligeable.
2.3.2 De nouvelles bornes
Pour dérire le omportement linéaire élastique du volume V2, il s'est avéré frutueux
d'adopter un hoix plus général que elui retenu dans Toulemonde (2006). Ainsi, plutt
que d'aeter un module arbitraire à e volume, nous introduisons deux degrés de liberté :
le module et la polarisation. Ainsi, dans le volume V2, le omportement adopté est :
σ = L0 : ε+ p0, (2.15)
ave L0 et p0 homogènes dans le volume V2. Il nous faut souligner ii que nous adoptons
le même point de départ que la méthode proposée par le passé par Hashin et Shtrikman
(voir Willis (1981)) pour enadrer le omportement eetif de matériaux hétérogènes : on
introduit une polarisation qui va nous permettre de majorer l'éart entre le omportement
réel et son approximation (2.15). Néanmoins, ette méthode générale est appliquée à un
problème nouveau, e qui onduit aux diérenes suivantes :
 ette approximation est limitée à une sous partie du VER seulement (volume V2) ;
 la polarisation est la même pour haque phase de e sous-volume ;
 la seule information morphologique que l'on souhaite utiliser est la fration volu-
mique des deux phases dans V2.
Nous ne détaillons pas les diérentes étapes du raisonnement (voir Toulemonde et al.
(2008) pour le détail) mais revenons sur les prinipaux résultats obtenus. Tout d'abord,
si :
L0 > L+ = max
r
(Lr),
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(l'inégalité devant être omprise au sens des formes quadratiques assoiées à es tenseurs
d'ordre quatre), on obtient l'enadrement général suivant :


























quel que soit le hoix de la polarisation p0 et du module L0 > L+. Le Strengthening
Theorem onstitue d'ailleurs un as partiulier de ette nouvelle majoration, obtenue
pour le hoix d'une polarisation nulle dans le volume V2. Dès que la polarisation est non











est non nul et dépend des frations volumiques des diérentes phases sur le volume V2
... l'objetif ahé est bien atteint. Il nous reste à en tirer prot !
La question qui suit est alors : quels sont les hoix pour (p0,L0) permettant d'obte-
nir l'enadrement le plus resserré ? Pour un hoix donné de module L0, la polarisation







: p0 = 0. (2.17)
expression dans laquelle le hamp de déformation ε est le hamp solution du problème
de struture suivant :
 ε appliquée aux bords du VER ;
 omportement réel dans V1 ;
 souplesse L0 et polarisation p0 dans V2.
C'est un problème de struture bien posé (dont on peut aluler une solution approhée
par un alul éléments nis !). Par superposition des solutions à des problèmes élémen-
taires (ε appliquée aux bords du VER et polarisation nulle, puis bords libres et polari-
sations unitaires et indépendantes dans le volume V2, ...), on peut failement déduire de
l'égalité préédente la polarisation optimale pour un module L0 donné (voir Toulemonde
et al. (2008)) pour l'expression de ette polarisation optimale.
Le hoix de L0 s'est avéré moins intuitif. Il nous faut tout d'abord remarquer que
la ondition d'optimalité sur la polarisation permet d'établir que les moyennes sur le

















le tenseur du quatrième ordre Lˆ
0
étant appelé le module eetif sur le volume V2.
L'avantage de ette expression repose sur le fait qu'elle ne dépend plus que du module
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dans le volume V2. On peut même montrer (voir Toulemonde et al. (2008)) que 'est une




r), ette situation orrespondant à une polarisation
optimale nulle (on retrouve le Strengthening Theorem) ;
 limL0→∞Lˆ
0
=< Lr >2, limite qui orrespond à la borne de Voigt dénie sur le
volume V2 et qui est inférieure à maxr(L
r).
Ce module eetif sur le volume V2 traduisant sa rigidité moyenne, on onstate que
'est le hoix d'un module L0 inniment rigide (ave la polarisation optimale assoiée !)
qui onduira à une réponse moyenne du volume V2 la plus souple. C'est don vers e
hoix empirique, par ailleurs onrmé par les simulations réalisées, que nos travaux se sont
orientés. Pour faire un hoix moins arbitraire, il faudrait utiliser la ondition d'optimalité
portant sur le module L0, qui s'érit :∫
V2





⊗ p0 = 0. (2.19)
la polarisation optimale p0 étant solution de (2.17) tandis que ε désigne toujours le
hamp de déformation solution du problème de struture bien posé déni plus haut. En
pratique, ette relation est relativement lourde à exploiter ave des analyses éléments
nis (itérations sur L0 !).
Bien entendu, le hoix L0 < L− = minr(L
r) permet d'établir une minoration de
l'énergie de déformation eetive par des arguments similaires (le module eetif dans e
as tend vers la borne de Reuss sur le volume V2 pour un module L
0
tendant vers zéro !)
de sorte qu'on obtient bien des bornes. Dans la référene Toulemonde et al. (2008), es
bornes sont appelées bornes de type Hashin et Shtrikman pour des raisons évidentes.
2.3.3 Illustration
Nous pouvons illustrer es résultats théoriques en onsidérant une sphère reuse (ma-
trie de aratéristiques élastiques isotropes (µ, k)) soumise à une pression extérieure
σ = −peδ. Nous retrouverons e problème de la sphère reuse dans la setion 3.1.1. Dans
le as onsidéré ii (voir Figure 2.6), le volume V2 orrespond à une alotte sphérique
dénie par a− e ≤ r ≤ a+ e (a le rayon de la avité, e l'épaisseur de la alotte). On ne
onnait dans ette zone que :
 la fration volumique de vide (
a3 − (a− e)3
b3
) ;
 la fration volumique de matrie (
(a+ e)3 − a3
b3
).
La fration volumique de ette zone mal dénie est égale à c2 =
(a+ e)3 − (a− e)3
b3
. On
peut donner deux types d'interprétation à e volume V2 :
 il représente des mailles situées à l'interfae des deux phases et dont le ompor-
tement est mal déni. La solution exate est don obtenue lorsque le paramètre
(numérique) c2 tend vers zéro ;
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 il représente une zone physiquement mal dénie, par exemple une zone de la ma-
trie endommagée, le front de ette zone endommagée n'étant pas sphérique mais
irrégulier dans l'intervalle [a−e; a+e]. Le paramètre e (ou c2) est alors une donnée
du problème. Il s'agit alors d'enadrer au mieux les propriétés apparentes de la
sphère reuse, e paramètre étant xé.
Fig. 2.6  Problème de la sphère reuse ave une interfae a− e ≤ r ≤ a+ e mal dénie.
Lorsque c2 = 0, la solution de e problème élastique linéaire est bien onnue dans
le as de onstituants isotropes (voir par exemple Timoshenko and Goodier (1951)). Le
hamp de ontrainte solution obéit à la symétrie (sphérique) du problème et s'érit :{
σrr(r) = A1 − 2A2r3




(r désigne le rayon : a ≤ r ≤ b). On peut failement vérier que e hamp de ontrainte













. Pour un omportement élastique isotrope, on peut
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er désignant le veteur unitaire dans la diretion radiale. On peut en déduire la défor-






















Pour une épaisseur e, les bornes obtenues par le Strenghtening Theorem sont failes











pour obtenir les bornes inférieures et supérieures, respe-
tivement. Le alul des bornes de type Hashin-Shtrikman néessitent des développements
analytiques légèrement plus lourds que nous ne détaillerons pas ii
5
. Nous nous onten-
tons de présenter les prinipaux résultats ainsi obtenus, notamment ave la Figure 2.7-a
qui nous montre l'évolution en fontion du paramètre c2 des nouvelles bornes dérivées i-
dessus. Nous onstatons tout d'abord que la borne de type Hashin-Shtrikman inférieure
est identique à elle dérivée par le Strenghtening Theorem. Ce n'est pas suprenant ar
une des deux phases (les avités) est innement souple. En revanhe, la borne supérieure
de type Hashin-Shtrikman obtenue améliore très signiativement la borne supérieure
obtenue par le Srenghtening Theorem. Pour une fration volumique c2 s'élevant à 25%,
la borne supérieure (normalisée par la ompressibilité apparente de la sphère reuse ka)
passe de 10% (ST) à quelques pourents (HST), e qui est très satisfaisant.
La gure 2.7-b permet par ailleurs d'illustrer dans le as onsidéré la disussion pré-
édente onernant le hoix des aratéristiques L0 :
 quand L0 tend vers le module de la matrie, la borne de type Hashin Shtrikman
tend vers la borne obtenue par le Strenghtening Theorem ;
 la borne de type Hashin Shtrikman est une fontion déroissante de L0.
5
Quelques indiations pour mener e alul : on onsidère une sphère reuse onstituée d'un trou
0 ≤ r ≤ a − e, d'une alotte sphérique (a − e ≤ r ≤ a + e) de modules (µ0, k0) et de la matrie
(a+ e ≤ r ≤ b). On résout alors deux problèmes méaniques distints : dans un as, ette sphère reuse
est soumise à une pression tandis que dans l'autre as le hargement est onstitué d'une polarisation
p0 = p0δ appliquée uniformément sur le volume V2, la frontière extérieure de la sphère reuse étant
libre de ontrainte. Pour es deux problèmes les hamps de déplaement, déformation et ontrainte sont
dans haque ouhe d'une forme similaire à la solution de la sphère reuse (par exemple déplaement
radial variant omme α1 r +
α2
r2
). L'ériture des onditions aux limites et des onditions de ontinuité
du déplaement radial et du veteur ontrainte permet, pour haque problème, de déterminer les 4
onstantes inonnues. On en déduit la polarisation optimale (équation (2.17)), salaire dépendant des
aratéristiques du volume V2 (µ
0, k0), du hargement pe et des paramètres géométriques a, e, b ; puis la
réponse eetive (déformation volumique moyenne) du problème initial.
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Au nal, 'est bien le hoix d'un volume V2 inniment raide qui permet d'obtenir la borne
supérieure de type Hashin Shtrikman la plus resserrée. Nous nous sommes don assurés
dans e as partiulier que le hoix empirique proposé est bien le plus pertinent.
a)





















ka ST upper bound
HST upper Bound
Exact result
Fig. 2.7  Compressibilité apparente de la sphère reuse normalisée par la solution de référene
(
k
µ = 3, f = 0, 1). a) Evolutions des bornes de Hill (ST) et des nouvelles bornes (HST) proposées
en fontion de la fration volumique c2 de la zone grise. b) Evolution de la nouvelle borne
supérieure proposée (HST) en fontion des aratéristiques élastiques L0 du volume V2 (c2 =
0, 38) et omparaison ave la borne de Hill (ST) et le résultat exat.
2.3.4 Conlusions
Comme l'illustration préédente, les aluls menés par J. El-Gharib et reportés dans
Toulemonde et al. (2008) montrent dans deux situations distintes (alul de ellule et
miro-struture 3D) que les hoix proposés onduisent bien à une amélioration signia-
tive de l'enadrement des propriétés eetives. A titre d'illustration dans le as du béton
(ontraste de l'ordre de 3 entre les propriétés des renforts et de la matrie), l'inertitude
sur les propriétés eetives élastiques passe de ±36% (Strengthening Theorem) à ±13%
(nos nouvelles bornes).
Ce alul d'une réalisation de miro-struture tridimensionnelle du béton illustre bien
les fores et les faiblesses de la méthode proposée. Parmi les points forts de la méthodo-
logie, on trouve :
 sa apaité à simuler de grands VER ave un nombre de degrés de liberté relative-
ment réduit (près d'un million d'éléments pour représenter 2000 ailloux dans une
VER, la taille du plus petit ailloux étant 5 fois inférieure à elle du VER !) ;
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 sa apaité (potentielle) à ne pas simplier a priori la miro-struture onsidérée.
Ainsi, les ailloux ont été représentés par des boules jusqu'à présent mais, puisqu'on
ne maille pas les interfaes, rien n'empêhe de les représenter par des polyèdres ;
En ontrepartie, la zone d'ombre (le volume V2) est, de loin, non négligeable (c2 est de
l'ordre de 40%), e qui rend enore diile l'appliation de la méthodologie à des pro-
blèmes plus ontrastés (exemple : uage stationnaire du béton), les bornes risquant alors
d'être trop éloignées. Toutefois, de nombreuses piste d'améliorations ont été identiées
et font atuellement l'objet de travaux.
Enn, l'illustration développée dans la setion préédente montre que le hamp d'ap-
pliation des nouvelles bornes proposées dépasse les préoupations initiales (méthodo-
logie Benhur de maillage libre de mirostrutures de béton). Dans le as de la sphère
reuse, la ouhe dénissant le volume V2 peut aussi représenter une zone physiquement
mal dénie, soit pare que la frontière porosité-matrie est déterminée géométriquement
à ±e près (ouhes de orrosion non sphériques, préision expérimentale, ...), soit pare
que des méanismes de dégradation (endommagement, irradiation, altération himique,
...) ne permettent que de déterminer une porosité loale dans ette zone. Dans tous es
as, le paramètre e (ou c2) et la fration volumique de porosité dans e volume V2 per-
mettent néanmoins d'enadrer le omportement apparent de la struture et nous avons
vu que les nouvelles bornes proposées onduisent bien à un enadrement plus resserré
que elui déduit des bornes de Hill.
2.4 Conlusions
Même si les deux problèmes abordés dans les setions 2.2 et 2.3 font appel à la notion
de déformations libres ou, e qui est équivalent, à des polarisations, elles relèvent de
méthodologies d'homogénéisation diérentes (méthode semi-analytique d'un oté, alul
par éléments nis de réalisations de VER de l'autre). Néanmoins, e travaux ont in ne
le même objetif : enadrer ou estimer des propriétés eetives.
Pour es deux problèmes, les perspetives sont nombreuses. Dans le as du alul
du tenseur d'Eshelby, le as inompressible mériterait en partiulier de faire l'objet d'un
travail similaire. Par ailleurs, des pistes préises d'extension de la méthodologie proposée
au alul des moments d'ordre deux (quantités méaniques dont nous reparlerons dans
le hapitre 4) ont été dénies dans la setion 2.2.5.
Dans le as des aluls de VER, l'amélioration des bornes proposées fait l'objet d'in-
vestigations omplémentaires. Par ailleurs, la question des estimations dans le as linéaire
ainsi que elle de l'extension au non linéaire de la méthodologie proposée restent des
questions ouvertes. Enn, nous avons souligné dans la setion 2.3.4 que les nouvelles
bornes proposées pouvaient plus généralement être utilisées pour enadrer les propriétés
eetives d'un VER dans lequel des zones volumiques sont (géométriquement ou physi-
quement) mal dénies. L'utilisation des bornes proposées dans ette situation néessite
de onnaitre les fration volumique des phases en présene dans es zone mal dénies.
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3
La visoélastiité linéaire
Le traitement lassique (pour l'homogénéisation) de la visoélastiité linéaire repose
sur le théorème de orrespondane assoié à la transformée de Laplae. Ce traitement
dont le prinipe est rappelé en setion 3.1 pose en pratique deux diultés :
 l'inversion de la transformée de Laplae est en général lourde à mettre en ÷uvre ;
 le théorème de orrespondane onduit à une formulation par noyau intégral de
la loi de omportement eetif, formulation nettement moins ommode que les
formulations par variables internes ouramment utilisées dans les odes éléments
nis.
Dans les setions 3.2 et 3.3, je reviens sur les éléments de réponse apportés à es deux
questions : e sont tout d'abord des travaux menés en ollaboration ave R. Brenner,
O. Castelnau et A. Zaoui (setion 3.2) qui ont débouhé sur une inversion eae et
rapide de la transformée de Laplae-Carson. L'objet de la setion 3.3 est de montrer
que l'inversion lassique par olloation revient de fait à adopter une formulation par
variables internes. Ce travail a été eetué en ollaboration ave Jean-Mar Riaud. Il
a débouhé sur un modèle simple et robuste, qualités qui nous ont permis d'envisager
son intégration dans un ode éléments nis an de l'appliquer au alul de strutures
(travaux en ours). Enn, nous revenons dans la setion 3.4 sur une approhe simpliée,
l'approhe par déformations libres homogènes, pour en montrer les limites.
Dans e hapitre, nous onsidérons un VER V d'un matériau hétérogène dont les
onstituants possèdent un omportement visoélastique linéaire. En haque point de e







Ls(t, u) : ε˙(x, u)du =
∫ t
−∞
Ls(t, u) : dε(x, u).
1
La dérivée sous l'intégrale doit être interprétée au sens des distributions pour tenir ompte des
éventuels sauts de déformation.
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Le omportement de haque phase d'indie (s) est don aratérisé par une fontion de
relaxation, tenseur d'ordre quatre fontion du temps notée Ls(t) (1 ≤ s ≤ np). Lsijkl(t, τ)
désigne la omposante (ij) de l'état de ontrainte à l'instant t résultant de l'appliation
à partir de l'instant τ (τ ≤ t) d'un état de déformation dont l'unique omposante non
nulle est la omposante (kl) qui vaut 1.
Cette forme intégrale est très générale (elle déoule des prinipes de superposition
et de ausalité). Nous allons faire l'hypothèse supplémentaire d'un omportement non
vieillissant de haune des phases onstituant le VER onsidéré (nous reviendrons plus
loin sur ette notion de vieillissement), propriété qui mathématiquement s'érit :
1 ≤ s ≤ np : Ls(t, τ) = Ls(t− τ).
La solliitation imposée à et élément de volume est par ailleurs nulle pour des instants
antérieurs à l'instant t = 0, de sorte qu'en haque point de e VER, la déformation et la
ontrainte sont nulles pour t < 0. Dans e as, la relation de omportement en un point




Ls(t− u) : ε˙(x, u)du.
Le membre de droite de la préédente relation est une intégrale de Stieltjes. On adopte
la onvention de notation suivante pour représenter de façon onise ette intégrale par
la suite :
[Ls ⋆ ε] (t) =
∫ t
0
Ls(t− u) : ε˙(x, u)du.
Pour des omportements élastiques linéaires (voir hapitre 2), nous avons déni l'éner-
gie potentielle du VER (relation (2.2)). Dans le adre de la visoélastiité linéaire, une






[[L(x) ⋆ ε] ⋆ ε(x] (t)dx, (3.1)
pour une histoire de déformation marosopique ε(τ) imposée aux bords du VER (0 ≤
τ ≤ t).
Dans ette expression, pour tout instant (τ) de l'intervalle de temps [0; t], ε(x, τ)
désigne le hamp de déformation dérivant d'un hamp de déplaement inématiquement
admissible ave la déformation marosopique ε(τ) (0 ≤ τ ≤ t). Si les fontions de
relaxation des diérentes phases onstituant le VER respetent les symétries majeures,
i.e. :
1 ≤ s ≤ np : Lsijkl = Lsklij,
alors la solution herhée (l'histoire du hamp de déplaement sur l'intervalle de temps
onsidéré) rend stationnaire la quantité dénie dans la relation (3.1) (Mandel (1966)).
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3.1 Rappels : le théorème de orrespondane
Pour eetuer es rappels, je préfère partir d'un as partiulier pour illustrer les
avantages et les limites de l'emploi du théorème de orrespondane. Le leteur pourra
onsulter par exemple Mandel (1966) (annexe XXI) pour une présentation générale de
la visoélastiité linéaire et du théorème de orrespondane. Ce as partiulier présente
aussi l'intérêt d'étudier par un modèle simple l'eet du gonement d'irradiation sur le
omportement méanique d'une pastille ombustible : dans ertaines situations (tempé-
ratures supérieures à 1000C, approximativement), des petites bulles de gaz se forment
au sein du ombustible. Les pastilles ombustibles étant le siège de la réation nuléaire,
les ssions nuléaires réent des produits de ssion et, en partiulier, des produits de
ssion gazeux qui vont se onentrer dans es bulles de gaz (voir Figure 3.1). Ces bulles
de gaz sont alors soumises à deux eets ontraditoires :
 l'apport en produits de ssion gazeux ontribuent à augmenter la pression dans
es bulles. La pastille ombustible pouvant se déformer visoplastiquement aux
températures atteintes dans le ombustible, les bulles vont alors roître ;
 la partie entrale de la pastille ombustible est plus haude que sa périphérie, e
qui induit des dilatations diérentielles : le entre de la pastille est don le siège de
ontraintes thermiques de ompression. Et omme les bulles apparaissent dans
ette zone en ompression (là où les températures sont les plus haudes), l'eet de
struture résultant sur la matrie entourant les bulles est une ompression qui tend
don à diminuer la taille de es bulles.
Fig. 3.1  Céramographie d'une pastille ombustible (dioxyde d'Uranium) irradiée révélant la
présene de bulles intragranulaires (gure tirée de Julien (2008)).
3.1.1 Le problème de la sphère reuse sous pression
On peut représenter shématiquement es eets ontraditoires en représentant le
ombustible et les bulles par une sphère reuse de rayon intérieur et extérieur a et b,
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respetivement. La fration volumique de bulle est don égale à f = (ab )
3
. La pression
pi(t) appliquée en paroi interne de ette sphère reuse représente la poussée des produits
de ssion sur le ombutible qui s'aumulent dans es bulles, tandis que la pression pe(t)
appliquée sur la surfae extérieure de la sphère reuse représente l'eet des ontraintes
thermiques au entre de la pastille ombustible. Enn, nous nous plaçons dans le adre
des petites déformations : les équations d'équilibre seront érites sur la onguration
initiale dénie par les onstantes géométriques (a, b).
On va par ailleurs représenter le omportement méanique de la pastille ombustible








expression dans laquelle e, s sont les déviateurs des déformations et des ontraintes,
respetivement, tandis que εm et σm désignent leurs parties sphériques. Les modules
de relaxation de ompressibilité et de isaillement sont des fontions du temps notées
k(t) et µ(t). En l'absene de fores de volume, les évolutions temporelles des hamps de
ontrainte σ(x, t), de déformation ε(x, t) et de déplaement u(x, t) sont solutions de :

u(x, 0) = 0 ε(x, 0) = σ(x, 0) = 0












σrr(a, t) = −pi(t) et σrr(b, t) = −pe(t).
(3.3)
La résolution de e problème est bien onnue (voir par exemple Salençon (1996)) mais
elle va nous permettre d'introduire les prinipales notions utilisées par la suite.
Pour résoudre le problème posé, nous allons utiliser la transformée de Laplae-Carson.





C'est une fontion de la variable réelle p. Nous notons par la suite TLC−1[f∗(p))] =
f(t) la transformée de Laplae-Carson inverse d'une fontion f∗ quelonque de p (f(t)
est aussi appelée l'originale de f∗(p)).
L'appliation de la transformée de Laplae-Carson à la loi de omportement préé-




∗(p) = 2µ∗(p)e∗(p), (3.4)
2
La transformée de Laplae-Carson dière de la transformée de Laplae que par le fateur (p) dans le
membre de droite de ette équation. En partiulier, la transformée de Laplae-Carson d'une onstante
est la même onstante. C'est pourquoi on utilise préférentiellement la transformée de Laplae-Carson.
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expression dans laquelle les nouvelles aratéristiques élastiques (µ∗(p), k∗(p)) dépendent
de p.
En notant (p∗i (p), p
∗
e(p)) les transformées de Laplae-Carson du hargement en pres-
sions (pi(t), pe(t)) imposé à la sphère reuse, on onstate que pour un réel p donné, le
problème transformé est équivalent à un problème élastique ave les onditions aux li-
mites (p∗i (p), p
∗
e(p)). La solution à e problème élastique linéaire a été rappelée dans le
paragraphe 2.3.3. Le hamp de ontrainte solution obéit à la symétrie (sphérique) du
problème et s'érit : 






σ∗θθ(r, p) = σ
∗






(r désigne le rayon : a ≤ r ≤ b). On peut failement vérier que e hamp de ontrainte














Ave la loi de omportement, on peut aluler le hamp de déformation puis le hamp











er désignant le veteur unitaire dans la diretion radiale. On peut en déduire la défor-











Par appliation de la transformée de Laplae-Carson inverse, on peut en déduire
les évolutions temporelles des diérents hamps inonnus. Par exemple, le hamp de




















Ces évolutions temporelles onstituent la solution du problème original (théorème de
orrespondane de Lee-Mandel). On peut eetivement vérier que es évolutions tem-
porelles sont solutions du problème de struture de départ (3.3).
Pour aller plus loin ave les expressions préédentes, il nous faut préiser la forme
des modules de relaxation du matériau onsidéré. Ii, nous adoptons un omportement
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(les indies en exposant e et v désignant les aratéristiques élastiques et visqueuses) de
sorte que les transformées de Laplae-Carson des modules de relaxation s'érivent :









Dans e as partiulier, on obtient failement les inverses des transformées de Laplae-























2(p), respetivement) tandis que l'évolu-

















Si la question de l'inversion des transformées de Laplae-Carson ne pose pas de problème
dans e as partiulier, 'est en général une soure d'obstale non pas théorique mais
pratique. Nous revenons sur ette question dans la setion 3.2 suivante. Avant d'aller
plus loin, il nous faut noter pour la suite que la loi de omportement apparente de la


















[σm(t) + fpi(t)] .
Bien entendu, si la porosité est nulle, on retrouve le omportement de la matrie onsti-
tuant la sphère reuse. Pour une porosité non nulle, le omportement diéré de ette







4µe + 3f ke
,
dépendant de la porosité ainsi que des aratéristiques élastiques et du module de i-
saillement visqueux de la matrie.
La loi de omportement de la sphère reuse peut même être avantageusement érite
omme une loi à une variable interne selon :
σm = −pe(t) = (1− f) 12µ
e ke




− f pi(t), (3.13)
l'unique variable interne α(t) étant la déformation visqueuse dont l'équation d'évolution
est : α˙ = f(1−f)4µv (f pi(t) + σm(t)). A noter qu'on retrouve le module de ompressibi-
lité élastique apparent (expression (2.23)) déterminé dans la setion 2.3.3 préédente :
(1− f) 12µe ke4µe+3f ke = 3 ka.
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3.1.2 Limitations à l'emploi du théorème de orrespondane, disus-
sion
Quelles sont les prinipales hypothèses nous ayant permis de résoudre le problème
exposé dans le paragraphe préédent ? Tout d'abord, pour avoir équivalene, il faut que
les onditions aux limites onservent la même forme ave le temps (linéarité par rapport
aux ontraintes et aux déplaements, surfae d'appliation, nature, ...). Si par exemple,
on impose plutt un déplaement sur la surfae extérieure de la sphère reuse sur un
intervalle de temps donné, un traitement par intervalles de temps pour lesquels la forme
de es onditions aux limites est onstante sera néessaire (voir Salençon (1996)). Par
ailleurs, la forme de la loi de omportement adoptée pour la desription du omportement
visoélastique du matériau onsidéré est partiulière : µ(t − t′) représente la ontrainte
à l'instant t ausée par l'appliation d'un hargement en déformation unitaire à l'instant
t′ ≤ t. C'est pourquoi on parle de loi visoélastique linéaire non vieillissante, le aratère
non vieillissant se traduisant formellement par le fait que ette ontrainte à t ne dépend
que de t− t′.
Dès qu'on étudie la réponse d'une struture à une solliitation générale, on sort de e
adre de modélisation et e, pour plusieurs raisons :
 les aratéristiques de la loi de omportement dépendent souvent du hargement
appliqué. C'est le as par exemple d'un hargement pour lequel la température est
variable alors que les aratéristiques élastiques ou visqueuses de la loi de ompor-
tement dépendent de ette même température.
 les aratéristiques de la loi de omportement peuvent aussi dépendre du temps,
indépendamment des solliitations thermoméaniques onsidérées (réations hi-
miques, rayonnement, ...).
C'est tout à fait le as de notre exemple de départ (la pastille ombustible) : les araté-
ristiques du matériau vont dépendre de la température et de l'irradiation (sans oublier
l'évolution de la mirostruture, par exemple la densiation !), de sorte que la fontion
de uage apparaissant dans la loi de omportement (3.2) ne dépend pas de (t− t′) mais
dépend séparément de t et de t′.
Dans es deux situations, on peut ependant s'appuyer sur le théorème de orrespon-
dane mais en adoptant une résolution inrémentale tirant prot de l'expression (3.13)
exprimée en vitesse :{







α˙(t) = f(1−f)4µv (f pi(t) + σm(t))
(3.14)
C'est e que nous allons illustrer en onsidérant le as où le matériau onstituant la
sphère reuse obéit à une loi visoélastique linéaire de type Maxwell vieillissante, ses
aratéristiques élastiques dépendant à présent du temps. Pour déterminer à un instant
t donné la réponse apparente de la sphère reuse dans e as vieillissant, il sut de
onsidérer une sphère reuse dénie par les même rayons internes et externes (a, b) et
38 CHAPITRE 3. LA VISCOÉLASTICITÉ LINÉAIRE
soumise à la même histoire de pression imposée mais obéissant à une loi de omportement
visoélastique linéaire non vieillissante (µe = µe(t), ke = ke(t)). La réponse apparente à
l'instant t de ette sphère reuse (linéaire) est donnée par la loi (3.14). On en déduit la
loi d'évolution du problème (non linéaire) de départ selon :{







α˙(t) = f(1−f)4µv (f pi(t) + σm(t)),
expression dans laquelle les modules élastiques prennent leurs valeurs instantannées (µe =
µe(t) et ke = ke(t)).
On peut don enore utiliser le théorème de orrespondane dans le as onsidéré à
ondition de l'appliquer inrémentalement. Dans l'exemple présenté, on remarque que la
formulation à variables internes (3.13) a grandement failité l'extension au as vieillis-
sant. On pourrait aussi traiter la non linéarité géométrique en ajoutant aux équations
onstitutives préédentes elles de l'évolution des rayons (alulées grâe au hamp de
vitesse du déplaement attahé au problème linéarisé à l'instant onsidéré, ...). Nous
verrons dans la setion 3.3 omment utiliser ette même méthodologie dans le as de
matériaux hétérogènes visoélastiques linéaires mais vieillissants.
3.1.3 Appliation à l'homogénéisation
Nous onsidérons à présent le VER déni en début de hapitre (np phases possédant
un omportement visoélastique linéaire non vieillissant, Ls(t) désignant la fontion de
relaxation de la phase d'indie (s)). Cet élément de volume est soumis à son bord à une
histoire de déformation marosopique ε(u) (0 ≤ u ≤ t). Nous herhons son module de




L(t− u) : ε˙(u)du.
An de déterminer les propriétés eetives de e VER, nous allons proéder omme
dans le as partiulier onsidéré préédemment (voir illustration reportée sur la Figure
3.2) :
 appliation de la transformée de Laplae-Carson aux lois onstitutives de haune
des phases du omposite : pour un réel p donné, on obtient ainsi un VER tif
possédant la même distribution spatiale de phases. Le omportement de haune
des phases (s) de e VER tif est à présent élastique linéaire (module égal à Ls⋆(p))
tandis que le hargement est la déformation marosopique ε⋆(p) ;
 homogénéisation du matériau tif élastique hétérogène ainsi déni. On en déduit
le module eetif L
⋆
(p) ;
 appliation de la transformée de Laplae-Carson inverse pour déterminer l'originale
de L
⋆
(p) qui est la fontion de relaxation eetive reherhée.
De même, on peut bien entendu déterminer les évolutions de quantités moyennes (moyenne
des ontraintes dans une des phases, ...).
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Fig. 3.2  Homogénéisation en visoélastiité linéaire, prinipe de détermination de la fontion
de relaxation eetive L(t) dans le as d'un omposite onstitué de deux phases (TLC désigne
la transformée de Laplae-Carson, TLC−1 son inverse).
Lors de l'étape d'homogénéisation du matériau élastique hétérogène tif, plusieurs
méthodes sont envisageables : les bornes de Voigt et Reuss, le modèle de Mori and Ta-
naka (1973), le modèle de sphères omposites de Hashin (1962), le modèle autoohérent
(Kröner (1958)) ... tous es modèles ont déjà été étendus au as visoélastique linéaire
en utilisant le théorème de orrespondane : voir Christensen (1969) pour le modèle de
sphères omposites, Wang and Weng (1992), Brinson and Lin (1998), (...) pour le mo-
dèle de Mori and Tanaka (1973), ou enore Laws and MLaughlin (1978) pour le modèle
autoohérent.
Considérons par exemple le as d'un matériau omposite onstitué de deux phases
(frations volumiques (c1, c2) ave c1 + c2 = 1). Les deux phases obéissent à un ompor-
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s, pour haque phase i = 1, 2.
(3.15)









, élastiité homogène) et nous adoptons les dénitions







, pour haque phase i = 1, 2.
Du point de vue marosopique, le omportement d'un VER du matériau hétérogène
onsidéré est isotrope. Si e VER est soumis à son bord à une histoire de déformation ε(t)
à partir de l'instant t = 0, la réponse marosopique σ(t) est dénie par deux fontions











La transformée de Laplae-Carson nous permet de ramener e problème visoélastique
linéaire à un problème de matériaux hétérogènes élastiques linéaires, le omportement
des deux phases étant déni par :











p étant le paramètre assoié à la transformée de Laplae-Carson tandis que (µ∗i (p), k
∗
i (p))

















Nous notons (µ˜∗(p), k˜∗(p)) les transformées de Laplae-Carson des fontions de relaxa-
tion eetives herhées.
Pour aller plus loin, nous allons onsidérer des mirostrutures partiulières :
 une mirostruture série qui orrespond à une estimation de type Reuss ;
 une mirostruture parallèle (estimation de Voigt) ;
 une mirostruture de type matrie-inlusion ave une fration volumique d'inlu-
sions relativement basse (inférieure à 0.2) : dans e as, le omportement eetif
sera estimé à l'aide du shéma de Mori and Tanaka (1973) (estimation qui orres-
pond dans e as à la borne inférieure d'Hashin-Shtrikman).
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La transformée de Laplae-Carson des estimations des modules eetifs (µ˜γ(t), k˜γ(t)) ob-








>−1, µ˜∗V =< µ
∗ >, k˜∗V =< k
∗ >,






































Toutes es estimations des transformées de Laplae-Carson des fontions de relaxation
sont des frations rationnelles de la variable p. Ces frations rationnelles admettent des
développements en série de la forme (γ=R,V,MT pour les modèles de Reuss (R), Voigt






























Des expressions des temps de relaxation eetifs (τ di , τ
m




p ) et leur
amplitude (µτdi
, kτmi ) sont reportés dans le tableau 3.1.
Pour les modèles de Voigt et Reuss, es résultats sont diretement exprimés en fon-
tion des frations volumiques des phases, des modules élastiques ainsi que des temps de






µe ). Pour le modèle de Mori-Tanaka,
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Reuss Voigt Mori-Tanaka
Ndp = 1 N
d
p = 2 N
d
p = 3




























































= µe − µτd1 − µτd2
Nmp = 1 N
m
p = 2 N
m
p = 2
Temps de τm =< 1τm >












































Amplitudes kτm = k
e kτm2 = c2k
e kτm2 = k
e − kτm1
Tab. 3.1  Valeurs exates des aratéristiques eetives obtenues à l'aide des modèles de Voigt,
Reuss et Mori-Tanaka (voir Riaud and Masson (2009)).
On retrouve dans le as partiulier onsidéré que, sauf dans le as du modèle de Reuss, un
mélange de onstituants maxwelliens n'est pas maxwellien (i.e. le omportement eetif
est aratérisé par plusieurs temps de relaxation). En revanhe, on obtient ii un spetre
disret, onséquene de la forme très partiulière des modules symboliques dans les as
envisagés : e sont des frations rationnelles de la variable (p). Nous avons même tiré parti
de ette partiularité pour inverser analytiquement les transformées de Laplae-Carson.
Dans le as général, la forme des modules symboliques peut s'avérer nettement plus
omplexe et ainsi onduire à un spetre de relaxation ontinu (voir par exemple Rou-
gier et al. (1993)). Enn, rares sont les as qui permettent un traitement analytique de
l'inversion de la transformée de Laplae-Carson. Comment obtenir les variations tem-
porelles des propriétés eetives dans le as général ? Cette question de l'inversion des
transformées de Laplae-Carson est étudiée dans la setion suivante.
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3.2 Le problème de l'inversion des transformées de Laplae-
Carson
Comme expliqué dans la setion préédente, les situations pour lesquelles on peut
inverser les transformées de Laplae-Carson pour établir une expression analytique des
quantités eetives reherhées sont relativement rares. Une ondition néessaire pour
que ette inversion analytique soit possible est que le modèle d'homogénéisation linéaire
appliqué au problème pseudo-linéaire déni pour un réel p donné onduise à une déni-
tion analytique des propriétés eetives. Si on onsidère les modèles d'homogénéisation
s'appuyant sur la résolution du problème d'Eshelby, il faudra envisager des situations
isotropes (omportement et distribution spatiale des phases). Par exemple, omme nous
l'avons vu dans la setion préédent, le modèle de Mori-Tanaka peut permettre d'obtenir
des expressions analytiques de la transformée de Laplae-Carson des fontions eetives
de uage (ou de relaxation). Elle se présente omme une fration rationnelle des fontions
de uage des diérents onstituants. L'inversion de ette fration rationnelle, fontion de
la variable p sera à oup sûr possible si les fontions de uage des onstituants sont elles-
mêmes des frations rationnelles de la variable p ou, e qui est équivalent, que la loi de
omportement onstitutive, liant la ontrainte, la déformation et leurs dérivées, s'exprime
omme une équation diérentielle linéaire à oeients onstants et de degré ni. En re-
vanhe, le modèle autoohérent va dénir impliitement les propriétés eetives omme
solution de l'équation d'autoohérene. Cette équation n'ayant de solution analytique
que dans ertains as partiuliers (biphasé à onstituants isotropes inompressibles par
exemple), rares seront les as pour lesquels on pourra obtenir une expression algébrique
des propriétés eetives transformées et, a fortiori, de leurs originales
3
.
3.2.1 Méthode des olloations
Dans le as général don, les transformées de Laplae-Carson des propriétés eetives
sont onnues numériquement pour un réel p quelonque. Comment se servir de ette
information pour aluler la meilleure approximation possible des fontions du temps
originales orrespondantes ? La méthode des olloations onsiste à représenter haque
omposante r(t) des fontions de relaxation par le développement en série de Prony
suivant :












voir, par exemple, Brenner et al. (2002) pour l'expression de la fontion de uage eetive prévue par
le modèle autoohérent dans le as d'un biphasé dont les phases onstitutives possèdent un omportement
isotrope inompressible de type Maxwell.
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r
e
désignant le module de relaxation élastique. Si la mesure de l'erreur entre la fontion






alors les valeurs optimales des oeients rτi sont données par (voir Shapery (1962)) :







Cette méthode d'inversion a été mise en oeuvre à plusieurs reprises, notamment dans
Turner et al. (1994) ou Masson and Zaoui (1999). Cette méthode est lourde (il faut
plus d'une dizaine de temps de olloation (τ1, ..., τNap )) mais elle reste très eae.
Par ailleurs, des travaux réents (voir Rekik and Brenner (2007)) laissent penser que la
méthode peut enore largement gagner en eaité (diminution du nombre de temps de
relaxation).
3.2.2 La méthode quasi-élastique
En eetuant le hangement de variable w = log10(pt) dans l'expression de la trans-










et remarque que la fontion de pondération g(w) apparaissant dans ette intégrale satis-
fait : ∫ +∞
−∞
g(w) dw = 1,
et est quasiment nulle, hormis sur l'intervalle −2 ≤ w ≤ 1. D'où l'idée d'approher
ette fontion de pondération par une fontion de Dira entrée sur le point w0 ave
−2 ≤ w0 ≤ 1, e qui onduit à l'approximation :
r
∗(p) ≈ r(t)t=10w0/p.
Inversement, l'approximation de la transformée de Laplae-Carson inverse :
r(t) ≈ r∗(p)p=10w0/t (3.25)
est appelée l'approximation quasi-élastique. Quelle valeur hoisir pour le paramètre w0 ?
Cela dépend en fait de la nature des variations de la fontion r(t). Pour des fontions
du temps variant de façon quasi-linéaire ave log(t), Shapery (1962) suggère de hoisir
w0 = −C/log(10) (C la onstante d'Euler), e qui le onduit à adopter l'approximation :
r(t) ≈ r∗(p)p=1/2t. (3.26)
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Même s'ils se réfèrent à Shapery (1962), Turner et al. (1994) adoptent une valeur
diérente du paramètre w0 en vue de simuler les propriétés eetives de polyristaux
(w0 = 0) :
r(t) ≈ r∗(p)p=1/t. (3.27)
Dans le as de matériaux multiphasés isotropes dont les phases obéissent à un ompor-
tement de Maxwell, nous avons montré (voir Brenner et al. (2002)) que l'approximation
(3.26) modie la nature de la loi de omportement des phases (le omportement n'est
plus un omportement de Maxwell). Par ailleurs, le hoix (3.27) onduit à la meilleure
approximation dans le as d'un hargement de uage. Dans l'exemple présenté dans le
paragraphe 3.1.1, on peut eetivement onstater que, sous les mêmes onditions (om-
portement de Maxwell, hargement de uage (pressions appliquées onstantes)), l'ap-
proximation quasi-élastique onduit même à la solution exate. Il y a deux expliations à
ela : tout d'abord, si la fontion de uage obéit à un omportement de type Maxwell, la
relation (3.27) appliquée à la fontion de uage est exate : µ(t) = µ∗(1/t). Par ailleurs,
la transformée de Laplae-Carson du hamp de déplaement (mais 'est également vrai
pour la moyenne des déformations), dans le as partiulier de la sphère reuse, est propor-
tionnelle au produit de ette même fontion de uage et du hargement (les pressions).
Si e hargement est onstant, on obtient don : u(r, t) = u∗(r, 1/t).
En revanhe, même si on se limite à des matériaux multiphasés dont les phases
obéissent à un omportement de Maxwell, l'approximation (3.27) n'est plus pertinente
dès lors que l'on onsidère d'autres trajets de hargement (relaxation, érouissage à vi-
tesse de déformation imposée, ...). Une forme générale d'approximation quasi-élastique
s'exprime alors (Brenner et al. (2002)) :
r(t) ≈ r∗(p)p=h(t)/t, (3.28)
la fontion h(t) étant hoisie, pour le trajet de hargement onsidéré, de façon à e que
ette approximation soit exate lorsque le matériau n'est onstitué que d'une seule phase.





τ(1− e− tτ )
,
τ désignant la moyenne des temps de relaxation des diérentes phases onstituant le
matériau hétérogène onsidéré.
3.2.3 Inversion de la transformée de Laplae-Carson : onlusions
Il n'y a don pas une, mais plusieurs approximations quasi-élastiques, que l'on peut
dénir de façon générale omme la relation (3.28), la fontion h(t) étant telle que, pour le
trajet de hargement simulé, ette relation devienne exate lorsque le matériau hétérogène
onsidéré est monophasé. Cette dénition générale impose impliitement les restritions
suivantes sur son domaine d'appliation :
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 le omportement de haune des phases du matériau hétérogène onsidéré devra
être de la même nature (Maxwell ou Kelvin-Voigt, ...) ;
 la nature du trajet de hargement doit être simple. Par exemple, si on onsidère
un hargement biaxé, ave un hargement de uage dans une diretion et un har-
gement de tration à vitesse de déformation imposée dans la diretion omplémen-
taire, la fontion h(t) ne sera plus dénie de façon unique. Laquelle hoisir ?
A noter que même des essais rhéologiques d'apparene simple onduisent à de telles
diultés. C'est le as de l'essai de uage en ompression uniaxée, utilisé au CEA pour
la aratérisation du omportement des pastilles de ombustible avant irradiation. On
observe en général une mise en tonneau des pastilles due à l'anrage latéral entre la
fae supérieure de l'éprouvette et le plateau supérieur de la mahine de ompression. Si,
dans la diretion de ompression, on eetue bien un essai de uage, dans la diretion
transverse en revanhe, l'éprouvette est soumise à une solliitation de type relaxation
(omposantes transverses du déplaement bloquées au niveau de la surfae de ontat
supérieure de l'éprouvette).
3.3 Représentation par variables internes
3.3.1 Relation d'équivalene
Nous avons vu préédemment que l'approhe par olloation est, ertes lourde de mise
en ÷uvre, mais eae dès lors que l'on aborde des problèmes généraux. Nous allons voir
dans e qui suit que nous pouvons même en tirer prot. Mais, pour ela, il nous faut
au préalable remarquer que, si la fontion de relaxation r(t) peut être représentée par le












(q une omposante du déplaement, F une omposante de la ontrainte) peut être repré-
sentée de façon équivalente par la loi de omportement (voir Riaud and Masson (2009)









expression dans laquelle les Np variables internes ατi(t) sont solutions de Np équations










q(t) ave α(0) = 0, (3.30)
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raissant dans les lois d'évolution de es variables internes : la réponse de haque variable
interne à l'essai de relaxation déni par : q(t) = q0, t > 0+ s'érit :










e représentent don l'amplitude relative de haune des variables internes
(ατi).
Cette relation d'équivalene entre méthode des olloations et représentation par
variables internes va nous permettre d'utiliser beauoup plus eaement les résultats
établis à l'aide du théorème de orrespondane. C'est e que nous allons illustrer en
onsidérant un as partiulier.
3.3.2 Cas partiulier des omposites biphasés
Nous onsidérons à présent le omposite biphasé déni dans le paragraphe 3.1.3.
Plutt que d'utiliser les modèles semi-analytiques utilisés préédemment, nous pouvons
enadrer par la méthodologie de alul de miro-struture présentée en 2.3 es aratéris-
tiques eetives (pour une réalisation d'un VER de e matériau hétérogène). Nous avons
vu préédemment que pour déduire de tels aluls les fontions eetives originales, on



























) étant obtenus par la résolution de (3.23) et de résultats de





C'est en fait équivalent (voir plus haut) à approher la représentation intégrale habi-


















les variables internes salaires αmτmi
(t) et tensorielles (seond-ordre symétrique) αd
τdi
(t)














µe e(t) 1 ≤ i ≤ Ndp .
(3.35)
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Si, pour estimer es fontions de uage, on hoisit d'employer des méthodes d'homo-
généisation, plusieurs méthodes sont envisageables mais rares sont les as pour lesquels
une expression algébrique des fontions de uage pourront être obtenues. C'est pour-
tant le as du modèle de Mori and Tanaka (1973), modèle souvent utilisé pour étudier
le omportement de matériaux hétérogènes de type inlusion-matrie ave une fration
volumique d'inlusion relativement faible. Pour e modèle étendu au as visoélastique
linéaire, nous avons vu (voir setion 3.1.3) que la représentation par série de Prony s'avère
exate. Don, le modèle de Mori-Tanaka appliqué à un biphasé maxwellien onduit à une
représentation exate par une loi de omportement à variables internes telle que (3.34).
Dans ette situation, on peut même montrer que ette loi possède trois variables internes
tensorielles (seond-ordre) et deux salaires (voir 3.1).
A noter que les amplitudes respetives de es diérentes variables internes étant d'un
ordre de grandeur équivalent, il n'est pas possible d'en négliger ertaines (tout au moins
pour les situations envisagées).
En résumé, nous avons montré que, soit de façon approhée (as général), soit de façon
exate, la loi de omportement eetive d'un matériau biphasé isotrope à onstituants
visoélastiques linéaires peut s'érire omme une loi de omportement à variables internes
du type (3.34) et (3.35). Dans le as général, 'est l'approximation par la méthode des
olloations qui onduit à e résultat.
A noter enn (voir Riaud and Masson (2009)) que dans e as bi-phasé, on peut
établir les lois d'évolution générales des moyennes des ontraintes dans les deux phases.
Ainsi, les évolutions temporelles des moyennes des ontraintes dans la matrie ont pour












































m (0) = σm(0) et s
(1)(0) = s(0). Ces expressions présentent l'intérêt d'être
valables quel que soit le modèle d'homogénéisation retenu pour établir le omportement
eetif du omposite onsidéré.
3.3.3 Avantages de la représentation par variables internes
Les avantages de la représentation par variables internes de la loi de omportement
par rapport à une représentation par noyau intégral sont nombreuses : tout d'abord,
il n'est pas néessaire de garder en mémoire dans un alul numérique l'ensemble de
l'histoire de hargement (la valeur des variables internes au pas de temps préédent est
susante). On peut don envisager des trajets de hargement omplexes (ylique, ...)
et, don, des as d'appliation très généraux (alul à la fatigue, ...).
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a) b)
Fig. 3.3  Représentation shématique du omposite onsidéré dans Riaud and Masson (2009) :
a) à l'éhelle la plus petites, les pores sont représentés par des points. b) après homogénéisation
à l'éhelle la plus petite (ψ est le potentiel eetif de la matrie poreuse). Sur les deux gures,
les inlusions élastiques sont représentées par des disques hahurés.
Par ailleurs, l'extension à des problèmes visoélastiques de type vieillissant est immé-
diate. Dans Riaud and Masson (2009), nous avons illustré e dernier point en simulant
la densiation d'un matériau omposite onstitué d'une matrie poreuse visoélastique
renforée par des inlusions élastiques (voir Figure 3.3).
Compte-tenu de la faible fration volumique d'inlusions, nous avons utilisé l'extension
au as visoélastique linéaire du modèle de Mori-Tanaka qui se ramène à un simple mo-
dèle à variables internes. La diminution de la porosité dans la matrie onduit à une
augmentation de sa ompressibilité visqueuse ave le hargement, e qui s'apparente à
un omportement vieillissant. On tire alors prot de la représentation par variables in-
ternes pour onstruire inrémentalement une solution de type Mori-Tanaka au problème
posé. Par omparaison à des aluls de référene (mirostruture périodique), le modèle
proposé représente parfaitement l'eet de ette densiation sur le uage eetif du om-
posite onsidéré (voir Figure 3.4).
Notons pour nir que le traitement des non linéarités est aussi grandement simplié.
Nous reviendrons sur e point dans le hapitre suivant.
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Fig. 3.4  Évolution de la déformation marosopique (normalisée par la déformation élastique)
en fontion du temps pour diérentes valeurs de la porosité initiale. Les résultats de référene
obtenus par éléments nis sont omparés à eux dérivés du modèle de Mori-Tanaka à variables
internes proposé (c2 = 0.2, ξ ≈ 2.3, µe = 70GPa et σ0 = −200MPa).
3.4 L'approhe par déformation libre, une alternative au
théorème de orrespondane ?
3.4.1 Remarque préliminaire
Si on étudie la réponse à une solliitation de uage du omposite déni dans la setion
préédente, deux états asymptotiques peuvent être failement identiés :
 la réponse élastique qui aratérise la réponse instantanée (mise en harge) ;
 la réponse purement visqueuse aux temps longs, aratéristique du uage station-
naire.
On peut dénir pour, es deux régimes de réponse, un matériau omposite possédant
la même distribution spatiale de phases que le omposite visoélastique mais dont le
omportement est de type élastique linéaire :
 réponse purement élastique : phases élastiques linéaires. Dans le as partiulier
étudié, les aratéristiques élastiques sont uniformes de sorte que :






 réponse purement visqueuse : omportement de haque phase (s) aratérisé par
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expression dans laquelle les propriétés eetives (µ˜v, k˜v) sont estimées par la mé-
thode d'homogénéisation retenue.
Si on utilise l'estimation de Mori-Tanaka pour aluler la réponse eetive du omposite
visoélastique linéaire, on s'attend don à retrouver dans es deux régimes les estimations
de Mori-Tanaka des omposites de type élastique linéaire ainsi dénis.
Ce sont les théorèmes de la valeur initiale et de la valeur nale qui assure ette
ohérene. Soit dans le as partiulier onsidéré :
lim
p→+∞





des relations similaires pouvant être dérivées pour le module de ompressibilité eetif.
Quelle que soit la méthode retenue par la suite, elle doit a minima donner des estima-
tions ohérentes ave les deux états asymptotiques dénis dans ette setion, lorsqu'ils
existent. Cette ondition de ohérene va nous être utile dans le paragraphe suivant.
3.4.2 L'approhe par déformations libres (homogènes par phase)
Pour les omportements onsidérés dans e mémoire, on peut érire la loi de ompor-





: σ˙(x, t) + ε˙v(x, t), (3.37)
εv(x, t) désignant la déformation visqueuse au point x de la phase (r) onsidéré :
ε˙v(x, t) =M v(r) : σ(x, t),
tandis que Le(r) est le module élastique de la phase d'indie (r). Cette nouvelle expression
permet d'assimiler le omportement des diérentes phases du omposite à un omporte-






: σ˙(t) + ε˙
v
(t),
la vitesse de déformation visqueuse marosopique étant assimilée à la déformation libre
marosopique (déformation de l'élément de volume s'il est libre de ontrainte) tandis
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que L
e
désigne le module élastique eetif.
Si on souhaite utiliser un modèle d'homogénéisation, on va en général onsidérer des
déformations libres homogènes par phase (voir, par exemple Weng (1981) dans le as
du modèle autoohérent). Ainsi pour haune des phases (r) onstituant le omposite
onsidéré :
ε˙v(x, t) ≈ ε˙v(r)(t), (3.38)





: σ˙(x, t) + ε˙v(r)(t).
Reste à hoisir les déformations libres homogènes par phase : on général, on hoisit les
valeurs moyennes par phase :
r = 1, 2 : ε˙v(r)(t) =< ε˙v(t) >r=M
v(r) :< σ(t) >r (3.39)
Cette dernière hypothèse onduit à de mauvaises estimations : les réponses obtenues sont
en général trop raides et onduisent à des ontraintes internes trop élevées. Pour s'en
onvainre, reprenons l'exemple du omposite biphasé maxwellien préédent. Les modules
élastiques étant homogènes dans le as partiulier onsidéré, on obtient :
ε˙
v
(t) =< ε˙v(t) >= c1ε˙
v(1)(t) + c2ε˙
v(2)(t),
le modèle de Mori-Tanaka onduisant à l'estimation suivante des moyennes par phase
des ontraintes dans haune des phases :












S désignant le tenseur d'Eshelby assoié à une inlusion sphérique plongée dans un milieu
inni de modules L
e
. Si on prend la dérivée temporelle de es deux relations, on obtient :












En injetant dans es nouvelles relations les dénitions des déformations libres (3.39),
on obtient les équations d'évolution des ontraintes moyennes par phase ave l'approhe
proposée. Par ailleurs, on remarque que dans le régime de uage stationnaire, les vitesses
de ontrainte s'annulent de sorte que, ompte-tenu des relations (3.41) :
ε˙v(2)(t) = ε˙v(1)(t) = ε˙
v
.
Autrement dit, on obtient le modèle de Voigt dans et état de uage stationnaire alors
qu'on s'attend à retrouver le modèle de Mori-Tanaka dans e régime (voir setion préé-
dente). Cet exemple nous permet don de mettre en évidene les limites de l'approhe par
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déformation libre, plus préisément, l'approhe par déformation libre homogène par phase.
Remarque : Dans le problème de la sphère reuse sous pression étudié en setion 3.1.1, la
solution en déplaement a été dérivée de l'emploi du théorème de orrespondane, en par-
tiulier l'expression (3.11) pour une matrie possédant un omportement de Maxwell. Le
hamp de déformation dérivant de la solution en déplaement (3.11) peut se déomposer







s˙(r, t) + e˙v(r, t),
la distribution radiale des déformations visqueuses dans la matrie étant dénie par :











Cette solution onstituant la solution de référene, utiliser l'approhe par déformation
libre homogène par phase pour résoudre e problème de la sphère reuse sous pression







s˙(r, t) + e˙v(m),
e˙v(m) désignant ette déformation libre homogène dans la matrie. On remplae don
une distribution de déformation en
1
r3 dans la matrie par une onstante. C'est don bien




Nous verrons dans le hapitre suivant qu'une des façons d'aborder le problème de l'ho-
mogénéisation de matériaux hétérogènes élastovisoplastiques est de faire appel, après
linéarisation, à un Milieu Linéaire de Comparaison de type visoélastique linéaire. Les
développements rapportés dans e hapitre vont, de e point de vue, s'avérer très utiles.
Si on reste dans le domaine de la visoélastiité linéaire, nous avons vu que l'étude
de trajets de hargement réels onduit souvent à un omportement de type vieillissant.
Or, nous avons expliqué que le traitement par le théorème de orrespondane néessite,
en général, d'employer la méthode des olloations, e qui est équivalent, omme nous
l'avons montré, à introduire un nombre ni de variables internes (voir setion 3.3). Le
4
L'hypothèse d'une déformation libre homogène dans la matrie onstituant la sphère reuse modie
en eet signiativement la solution en déplaement qui s'érit alors :
u(r) = Ar +
B
r2
+ C r ln(r).
La solution en déplaement de référene est don modiée par l'ajout d'un terme (C r ln(r)) non nul dès





rr ). Ce terme additionnel permet
au hamp de déplaement de satisfaire les équations de Navier.
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traitement du as vieillissant est alors immédiat. L'approximation quasi-élastique devrait
aussi permettre un traitement plus aisé du as vieillissant mais, omme nous l'avons vu,
ette approximation reste moins générale.
A noter enn que les travaux de thèse de J. Julien (en ollaboration ave JC Mihel
et M. Garageu du Laboratoire de Méanique et d'Aoustique (Marseille) ainsi que des
ollègues du Laboratoire de Simulation des Combustibles (CEA)) visent à rendre ompte
de façon plus réaliste la desription du ouplage entre le gonement gazeux des avités
et le uage des pastilles ombustibles tel que illustré dans la setion 3.1.1. Ces travaux
ont déjà fait l'objet de ommuniations (voir Julien et al. (2006) et Julien et al. (2007)).
4
Comportements non linéaires, régimes transitoires
De nombreuses strutures sont soumises à des trajets de hargement non monotones
et non radiaux. Dans le as des réateurs à eau sous pression, on trouve de nombreux
exemples de tels hargements : tenue de la uve des réateurs REP à un ho thermique
pressurisé (voir, par exemple, Moinereau et al. (2006)), omportement thermoméanique
des rayons ombustibles (Baron et al. (2008)), ... Il faut souligner qu'un tel hargement
peut même avoir des eets bénéques sur la tenue d'une struture (voir par exemple, l'ef-
fet de pré-hargement à haud (voir gure 4.1 extraite de Lefevre et al. (2001)), situation
pour laquelle nous avons étendu le ritère de rupture par livage de Beremin (1983)).
Et, pour es trajets de hargement généraux, la réponse des strutures onsidérées est
généralement de nature élastovisoplastique.
Bref, le adre des omportements élastovisoplastiques pour l'homogénéisation des
matériaux hétérogènes doit néessairement être abordé si l'on veut étudier des strutures
réelles. Or, il existe de nombreuses façons diérentes et omplémentaires d'aborder la
question suivante : soit un VER V d'un matériau hétérogène onstitué de phases possé-
dant un omportement élastovisoplastique et soumis à un trajet de hargement donné :
quelle est la réponse eetive de e VER à ette solliitation ? La loi de omportement
élastovisoplastique d'une des phases (s) du VER onsidéré sera de la forme :
ε˙(x, u) =M e(s) : σ˙(x, u) + ε˙v(x, u), (4.1)
M e(s) désigne sa souplesse élastique tandis que la vitesse de déformation visoplastique





On note en partiulier que le potentiel de dissipation ne dépend pas de variables internes
additionnelles (déformation visoplastique umulée, ...), an uniquement de simplier les
développements analytiques qui suivent. Le VER étant soumis à une histoire de défor-
mation homogène à son bord ε(t), les hamps de déplaement, déformation et ontrainte
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Fig. 4.1  Illustration de l'eet de pré-hargement à haud : une éprouvette CT est solliitée à
20C jusqu'à un fateur d'intensité des ontraintes (FIC) de 100MPa
√
m puis déhargée, refroidie
jusqu'à −150C, puis hargée à nouveau à ette température. A −150C, l'éprouvette ne asse
pas pour des niveaux de FIC dépassant ses aratéristiques à rupture (autour de 40MPa
√
m).
C'est l'eet bénéque du pré-hargement à haud (dans la zone dutile, ii à 20C) qui explique
ette augmentation de ténaité apparente dans la zone fragile, ii à −150C. Les aluls mettent
en évidene une forte mise en ompression en pointe de défaut après déharge à 20C (ontraintes
résiduelles). .
inonnus sont solutions du problème diérentiel suivant (hypothèse des petites pertur-
bations, pas de fores de volume) :







ε(x, t) = 12(∇u(x, t) + (∇u(x, t))
T )
ε˙(x, t) =M e(s) : σ˙(x, t) + ∂φ
(s)
∂σ (σ(x, t))
u(x, t) = ε(t)x pour tout x sur ∂V.
(4.3)
Il n'existe pas à l'heure atuelle de méthode d'homogénéisation universelle et indisutable
pour résoudre le problème (4.3). En réalité, le problème a fait l'objet de nombreux travaux
souvent omplémentaires que l'on peut shématiquement répartir selon les thématiques
suivantes :
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 le traitement du ouplage élastiité-visoplastiité : plusieurs solutions existent al-
lant d'un traitement déouplé (homogénéisation séparée des déformations élastiques
et visoplastiques) à un traitement ohérent ave le traitement du as visoélas-
tique linéaire (voir Rougier et al. (1994) et Masson and Zaoui (1999)), en passant
par diverses solutions approhées (Sabar et al. (2002), Lahelle and Suquet (2007),
...) ;
 le traitement des non linéarités (voir Bornert et al. (2001) et, plus réemment,
Rekik et al. (2007) pour une omparaison systématique des diérentes méthodes
de linéarisation proposées).
Parallèlement, e sont aussi développées des méthodes visant à simplier les approhes
d'homogénéisation lassiques. Je pense en partiulier à l'approhe en béta, (Cailletaud
(1987) et Pilvin (1990)). Le modèle RL proposé plus réemment par Rousselier and
Lelerq (2006), s'inspire de ette approhe en béta tout en herhant à réduire drasti-
quement le nombre de variables internes pour le alul des polyristaux. Enn, l'approhe
NTFA proposée par Mihel and Suquet (2003) reste sans doute la proposition la plus
originale de es dernières années sur e thème de reherhe. Elle permet de faire le lien
ave les aluls de miro-struture dont elle tire des modes de déformations. Cette mé-
thode semble redoutablement eae, mais reste à généraliser (3D, hargements non
monotones, polyristaux, ...).
C'est essentiellement la question du traitement du ouplage élastiité-visoplastiité
que j'aborde dans e travail de synthèse. Sur e thème, je reviens tout d'abord (setion
4.1) sur la démarhe générale adoptée pour étendre à des omportements non linéaires
les méthodes d'homogénéisation présentées dans les hapitres préédents. Dans la setion
4.2 sont rapportées diérentes ontributions, le point de départ de es travaux étant
le modèle Ane élastovisoplastique (Masson and Zaoui (1999)) dont je rappelle tout
d'abord les prinipaux ingrédients (voir 4.2.1). Je reviens ensuite sur les variantes quasi-
élastiques de e modèle Ane. C'est l'oasion de dérire le modèle Ane quasi-élastique
amélioré proposé en ollaboration ave R. Brenner. Ce modèle ombine l'eaité de la
méthode d'inversion quasi-élastique déjà présenté préédemment à la nouvelle méthode
de linéarisation du seond-ordre proposée par Ponte Castañeda (2002a). Ce travail sera
détaillé dans la setion 4.2.2. Enn, la dernière setion 4.3 de e hapitre est la suite
logique du nouveau point de vue proposé dans le hapitre onsaré à la visoélastiité
linéaire (voir setion 3.3). C'est en quelque sorte un retour aux soures puisqu'il s'agit de
revisiter la proposition Masson and Zaoui (1999) ave le point de vue variables internes.
Cette formulation équivalente présente l'avantage d'être diretement intégrable dans
un ode aux éléments nis en vue de simuler les hargements thermoméaniques ités au
début de ette introdution !
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4.1 Extension à des omportements non linéaires, prinipe
général
4.1.1 L'approhe par Milieu linéaire de Comparaison
On onsidère un matériau hétérogène dont le omportement de haque phase (r)
est dérit par la loi de omportement élastovisoplastique (4.1). Comme expliqué i-
dessus, le potentiel de dissipation ne dépend pas de variables internes pour simplier les
développements qui suivent (voir Masson and Zaoui (1999) pour le traitement du as
ave variables internes). Le prinipe général onsiste à approher à haque instant (u) la




(σ(x, u)) ≈Mv(r)(u) : σ(x, u) + ε˙0(r)(u),
plusieurs hoix étant possibles pour les quantitésMv(r)(u) et ε˙0(r)(u). Pour aller plus loin
ave la méthodologie proposée, es quantités seront néessairement hoisies uniformes
dans haune des phases onstituant le VER. A l'instant (u) onsidéré, la vitesse de
déformation en haun des points de la phase (r) est approhée par :
ε˙(x, u) ≈M e(r) : σ˙(x, u) +Mv(r)(u) : σ(x, u) + ε˙0(r)(u). (4.4)
Dans haque phase (r), on reonnaît à l'instant (u) onsidéré un omportement viso-
élastique linéaire ave vitesse de déformation libre imposée. Les aratéristiques de e
omposite tif et le hargement (déformations libres) étant homogènes par phase, nous
pouvons appliquer les méthodes d'homogénéisation linéaire exposées au hapitre préé-
dent. Ce omposite tif est appelé par la suite matériau linéaire de omparaison (MLC),
notion introduite par Ponte Castañeda (1991).
Illustrons l'emploi de ette méthodologie générale dans le as de la linéarisation sé-
ante (omme souligné dans Ponte Castañeda and Suquet (1998), le module séant n'est
pas déni de manière unique. On hoisit ii le module séant isotrope), la vitesse de




(σ) ≈Mv(r)(u) : σ(x, u).
Prenons par exemple le as du omposite biphasé étudié dans le hapitre 3. Supposons
















r ) désignant des onstantes aratéristiques du uage dans la phase (r). La
vitesse de déformation visqueuse dans haune des phases (r) de e omposite obéit à :
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relation qui peut être approhé à haque instant (u) et en haun des points x de la




K et ε˙0(r)(u) = 0. (4.5)
Au module séant linéarisé de la phase (r) à l'instant (u) peut être assoiée arbitrairement




















Il nous reste à dénir les quantités de référene par phase σr(u) à haque instant (u).
Là-enore, plusieurs hoix sont possibles :
 le hoix le plus simple est d'adopter la ontrainte marosopique σ, e qui revient
à adopter le modèle de Reuss pour le Milieu Linéaire de Comparaison obtenu ;
 on peut aussi utiliser la ontrainte moyenne dans la phase (r) onsidérée telle qu'es-
timée ave le Milieu Linéaire de Comparaison soumis à la ontrainte marosopique
σ ;
 on peut, plus généralement, utiliser d'autres quantité déduites de e Milieu Li-
néaire de Comparaison, par exemple le moment d'ordre deux des ontraintes. Nous
reviendrons sur e hoix plus loin.
Toutes es quantités étant des tenseurs d'ordre deux, il faudra prendre un de leurs inva-
riants pour dénir le salaire σr(u). Pour le uage (isaillement), on adopte généralement
la ontrainte équivalente de von Mises. A noter que dans le as partiulier d'un omporte-
ment purement visqueux (les souplesses élastiques dans haune des phases tendent vers
zéro), es deux derniers hoix orrespondent respetivement à l'extension séante las-
sique (Berveiller and Zaoui (1979) et Tandon and Weng (1988)) et l'extension séante
lassique modiée (Suquet (1995)), méthode qui oïnide ave l'approhe variationnelle
développée par Ponte Castañeda (1991).
Plutt qu'une linéarisation séante, on peut adopter une linéarisation tangente. C'est
le hoix retenu dans le as de l'approhe Ane, on fait le hoix d'un développement au
premier ordre de la relation (vitesse de déformation visoplastique - ontrainte) autour
d'une quantité de référene par phase σ(r)(t) dénie à l'instant de linéarisation t omme
la moyenne des ontraintes dans la phase onsidérée apparaissant dans le Milieu Linéaire
de Comparaison soumis à la ontrainte marosopique σ(t) (voir Rougier et al. (1994)).
Nous revenons sur ette méthode dans la setion 4.2.1.
Enn, on peut aussi supposer que la vitesse de déformation visoplastique dépend
peu de la ontrainte de sorte qu'elle est assimilée à une déformation libre (Weng (1981)),
la souplesse étant nulle. Nous avons vu les limites d'une telle approhe (voir setion 3.4),
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lorsque la vitesse de déformation libre est hoisie homogène par phase.
Dans tous les as, il nous reste une étape à franhir pour estimer à l'instant t onsidéré
la réponse marosopique du VER (ii sa déformation marosopique). Dans le as de la
méthode Ane, 'est la loi de omportement de haque phase qui permet d'estimer la
déformation moyenne (voir plus loin setion 4.2.1). Ainsi, dans la phase (r) :
ε(r)(t) ≈ LC{σ(r)(u)}0≤u≤t, (4.6)
LC désignant la loi de omportement de la phase (r) onsidérée. Quel est le sens physique
de ette approximation ? Si en haque point de haune des phases (r) onstituant le VER,
la ontrainte loale et la déformation loale sont liées par la loi de omportement de la
phase onsidérée, e ne sera plus vrai entre les quantités moyennes, sauf dans quelques
as partiuliers (problèmes linéaires, hamps uniformes, ...). La relation préédente n'est
don qu'une approximation permettant de aluler au mieux la moyenne des déformations
dans la phase (r) onsidérée onnaissant la moyenne des ontraintes. Dans le paragraphe
suivant, nous étudions plus préisément l'eet de ette approximation sur les estimations
obtenues.
4.1.2 Comparaisons pour des régimes stationnaires
Lorsque dans haune des phases onstituant le VER, les souplesses élastiques tendent
vers zéro, le omportement des onstituants devient purement visoplastique. La vitesse
de déformation dans haune des phases du VER s'identie don à la vitesse de défor-
mation visoplastique, selon :




Ce omportement purement visoplastique orrespond en réalité à des situations parti-
ulières, omme par exemple, un état de uage stationnaire. L'intérêt de onsidérer de
telles situations repose sur le fait qu'on dénit ainsi un adre de omparaison simple qui
permet de ne pas se préouper de l'histoire de hargement imposé. On se onentre sur
le alul de la ourbe de réponse eetive onstituée des ouples (σ, ε˙(σ)). Dans ertains
as partiuliers, la forme de es ourbes peut même être déterminée. Par exemple, si la
vitesse de déformation dans haune des phases s'érit omme une loi puissane ave le
même exposant pour toutes les phases, la ourbe de réponse eetive obéit aussi à une
loi puissane.
L'étude de es régimes stationnaires va nous permettre d'étudier les eets de l'ap-
proximation (4.6) sur la prédition du omportement eetif de polyristaux puis nous
onsidérerons le as partiulier des milieux poreux.
Cas des polyristaux
Le VER onsidéré à présent est un agrégat de ristaux désorientés. Une phase repré-
sente les ristallites possédant la même orientation aratérisée par trois angles d'Euler.
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La déformation visoplastique des ristallites se fait par glissement de disloations sur
des plans du mono-ristal. Dans le repère propre du ristal, un méanisme de glissement
(k) est déni par un plan de glissement (de normale n(k)) et une diretion de glissement












n(k) ⊗m(k) +m(k) ⊗ n(k)
)
.
Dans l'exemple onsidéré ii, la vitesse de glissement sur haque système de glissement






τ(k) désignant la ission résolue sur le système (k) (ritère de Shmid) :
τ(k) = σ : µ(k),
Certains ristaux possèdent une seule famille de glissement. C'est par exemple le as
du uivre de struture ristallographique ubique à faes entrées dans lequel les plans
de glissement sont les plans otaédriques. Mais on trouve aussi d'autres situations pour
lesquelles, il existe plusieurs familles de glissement. Dans e as, les onstantes (n(k),
τ0(k)) peuvent être diérentes selon le système de glissement onsidéré. Dans Bornert
et al. (2001), nous avons en partiulier étudié la glae dont les ristaux possèdent une
struture hexagonale ave plusieurs familles de glissement (voir Figure 4.2). Ce type de
struture polyristalline avait déjà été étudié par Huthinson (1977) ave l'approhe
inrémentale développée dans Huthinson (1976). L'étude de la glae présente en eet
deux intérêts. Tout d'abord, ses propriétés visoplastiques sont assez bien onnues : des
expérienes menées à la fois sur des mono-ristaux et des polyristaux (voir Duval et al.
(1983)) ont montré que :
 la déformation visoplastique est prinipalement pilotée par le glissement basal et,
dans une moindre mesure, par le glissement prismatique ;
 la loi de uage marosopique stationnaire est orretement approhée par une loi
puissane ave un exposant voisin de 3.
A noter que les apaités d'aommodation oertes par les systèmes de glissement onsi-
dérés pour la glae sont limitées. Il n'y a pas en partiulier de possibilité d'aommo-
dation selon l'axe du ristal. Cette situation onduit à des fortes inompatibilités des
déformations entre les ristaux d'orientation diérentes, situations pour lesquelles les
éarts entre les diérentes estimations du omportement eetif du polyristal (séant,
ane, ...) vont être importants. C'est pourquoi nous avons étudié ette situation dans
Bornert et al. (2001).












Fig. 4.2  Plans de glissement basal, prismatique et pyramidal du premier ordre dans un ristal
de symétrie hexagonale.
L'étude de es états stationnaires présentent un autre intérêt que nous allons à pré-
sent exploiter : pour une ontrainte marosopique imposée σ, la vitesse de déformation









S désignant l'ensemble des hamps de ontrainte statiquement admissible ave la ontrainte
marosopique σ imposée au bord du VER. La vitesse de déformation marosopique est





Réiproquement, pour une vitesse de déformation marosopique imposée ε˙, on peut
dénir un potentiel dont dérive la réponse du VER (la ontrainte marosopique σ). Ce
potentiel est déni par :







K désignant l'ensemble des hamps de vitesse de déformation inématiquement admis-
sibles ave la vitesse de déformation moyenne ε˙. Dans une phase (r) donnée, le potentiel
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σ : ε˙− φ(r)(σ)
]
.
Il est important de souligner que la dénition des potentiels eetifs φ et W n'est valable
que pour l'étude des états stationnaires. Dans le as général, la déformation en haque
point du VER se déompose en une partie élastique dérivant de l'énergie élastique om-
plémentaire et une partie visoplastique dérivant du potentiel de dissipation de sorte que
les résultats préédents ne sont plus appliables. L'étude de es régimes stationnaires
nous permet néanmoins de jeter un regard ritique sur un des ingrédients du modèle
Ane exposé dans le paragraphe préédent (équation (4.6)) : ayant estimé la moyenne
des ontraintes dans haque phase (à l'aide d'une méthode d'homogénéisation appliqué
au Milieu Linéaire de Comparaison), ette hypothèse onsiste à estimer la quantité duale
(la moyenne de la vitesse de déformation) à l'aide de la loi de omportement de la phase
onsidérée. Pour le omportement purement visoplastique onsidéré, si on a déterminé
la moyenne des vitesses de déformation dans la phase (r), la moyenne des ontraintes
dans ette même phase sera approhée par :
< σ >r≈ ∂w
(r)
∂ ε˙
(< ε˙ >r) , (4.12)




cr < σ >r .
L'approhe par potentiel permet de s'aranhir de ette approximation (4.12) pour es-
timer la réponse eetive, en partiulier la méthode du seond ordre proposée en 1996
dans Ponte Castañeda (1996). Comme la méthode Ane, ette méthode s'appuie sur
une linéarisation tangente de la loi de omportement (soit don un développement de
Taylor au deuxième ordre du potentiel assoié) et l'homogénéisation du Milieu Linéaire
de Comparaison ainsi obtenu. De même, le hoix de la quantité de référene par phase est
la moyenne des vitesses de déformation (à vitesse de déformation marosopique impo-
sée) dans le Milieu Linéaire de Comparaison. L'approhe du seond ordre justie même
e hoix en établissant que parmi les hoix possibles pour ette quantité de référene,
elui-i permet d'obtenir les deux onditions de stationnarité suivantes pour le potentiel












En revanhe, la réponse eetive est alulée par dérivation de l'estimation du potentiel
eetif, e qui permet d'éviter l'utilisation de l'approximation (4.12). On peut montrer
(voir Masson et al. (2000)) que l'éart entre la ontrainte marosopique ainsi obtenue
(notée σSOE) et la ontrainte marosopique (notée σAFF ) prédite par la méthode Ane
est égal à :












< ε˙⊗ ε˙ >s −ε˙s ⊗ ε˙s
]
,




(ε˙s) et ε˙s =< ε˙ >s. Cet éart n'est pas du tout négligeable dans ertaines
situations omme l'illustre la Figure 4.3
1
. Sur ette gure est reportée l'évolution des
propriétés en uage de la glae. Dans e as partiulier et pour une diretion de tration








Pour un exposant n = 3, les propriétés de uage stationnaire de la glae sont don dé-
nies par le paramètre τ˜0. Ont en partiulier été omparés sur ette Figure 4.3 les résultats
obtenus ave la méthode du seond-ordre (SOE) à eux obtenus ave la méthode Ane
(AFF). Le paramètre w ontrle la distribution des axes sénaires (axes c, voir Figure 4.2)
dans le polyristal autour de l'axe de tration. w = 10 orrespond à des axes sénaires
situés dans un plan transverse à l'axe de tration. Dans e as, les inompatibilités de
déformation entre ristallites sont faibles de sorte que les estimations des propriétés ef-
fetives ave es deux modèles sont prohes. En revanhe, lorsque les axes sénaires des
ristallites se rapprohent de la diretion de tration, les éarts entre les préditions des
deux modèles deviennent très signiatifs.
Nous ne reviendrons pas dans e doument sur la dénition des modèles inrémental
et tangent (INC et TAN sur la Figure 4.3). En revanhe, nous attirons l'attention du
leteur sur le fait que, omme pour les estimations Ane ou du seond ordre, le modèle
d'homogénéisation linéaire utilisé pour es modèles est le modèle auto-ohérent mais
appliqué à des Milieux Linéaires de Comparaison diérents. Vigilane don lorsqu'on
parle de modèle autoohérent : pour des omportements élastiques linéaires, le modèle
autoohérent est unique tandis que pour des omportements non linéaires on trouve
diérentes variétés de e modèle (...)
Nous nous sommes onentrés ii sur les omparaisons entre méthodes d'homogénéisation
mais il faut souligner que les travaux rapportés dans Bornert et al. (2001) ont aussi
mis lairement en évidene l'eet marosopique des méanismes de déformation dont
l'intensité est du deuxième ordre à l'éhelle du mono-ristal (glissements qualiés de
seondaire par opposition au méanismes de glissement prépondérant (primaires) dans
e qui suit) dans le as de polyristaux onstitués de ristaux respetant la symétrie
hexagonale :
 la nature des méanismes de glissement seondaire (i.e. remplaçons le glissement
prismatique (as de la glae) par le glissement pyramidal (as des alliages de zir-
onium)) a un eet du premier ordre sur la réponse eetive. En partiulier, on
retrouve bien ave la méthode du seond ordre la onjeture proposée dans Neboz-
hyn et al. (2000) ;
 si le système de glissement seondaire (prismatique ii) est aratérisé par une
sensibilité à la vitesse diérente (n = 3) du système de glissement primaire (basal,
n = 2), la sensibilité à la vitesse marosopique est, au premier ordre, elle du
1
Voir aussi les travaux de Bornert and Ponte Castañeda (1998) dans le as de polyristaux bidimen-
sionnels.
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Fig. 4.3  Fluage stationnaire de la glae : illustration des éarts obtenus entre les préditions
de la méthode Ane et la méthode du Seond Ordre lorsque les inompatibilités entre grains
deviennent élevées (w = −10).
glissement seondaire (don n ≈ 3). On onforte don ave la méthode du seond
ordre (ette version de 1996) la proposition de Huthinson (1977) d'adopter un
exposant égal à 3 pour le uage stationnaire de la glae.
Les systèmes de glissement dits seondaires ont un eet du premier ordre à l'éhelle ma-
rosopique, lorsqu'il y a peu de possibilités d'aommodation à l'éhelle du ristal. Ce
sont en fait es systèmes seondaires qui permettent à l'agrégat de se déformer !
Du point de vue de la qualité des estimations, e travail de omparaison nous a per-
mis de mettre en évidene les eets négatifs de l'approximation (4.6) sur les estimations
obtenues ave le modèle Ane. Dans le as purement visoplastique onsidéré dans ette
setion, ette approximation peut être orrigée ('est la méthode du seond ordre !). Dans
le as général (élastovisoplastique) en revanhe, ette orretion est diilement trans-
posable. Nous verrons toutefois dans le paragraphe 4.2.2 qu'une proposition alternative
peut être envisagée. A noter que nous nous sommes plaés ii du point de vue des estima-
tions et n'avons pas omparé es estimations à des bornes (les bornes de Voigt et Reuss
lassiques mais aussi la borne supérieure établie dans Ponte Castañeda (1991)). Des tra-
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vaux de omparaison ave es bornes, entamés dès le milieu des années 1990 (Gilormini
(1996) dans le as de omposites biphasés puis Nebozhyn et al. (2000) dans le as de
polyristaux, ...), ont lairement montré le aratère trop raide de ertaines estimations,
en partiulier elles obtenues ave le modèle Ane.
Cas des milieux poreux
Le as des milieux poreux onstitués d'une matrie présentant un omportement
visoplatique non linéaire onduit à des situations nettement plus ontrastées que la si-
tuation préédente.
Dans e as partiulier, les limites de l'approximation (4.6) peuvent être simplement
mises en évidene quelle que soit la mirostruture (Masson et al. (2000)). La seule res-
trition dans le raisonnement qui suit porte sur le aratère inompressible de la matrie :
le potentiel de dissipation ne dépend que du déviateur des ontraintes s. Dans e as,
l'approximation (4.6) onduit à :




Or, pour un hargement marosopique en ontrainte déni par un isaillement s et une
pression −peδ, on a :
s− peδ = (1− f) < σ >m
(f désigne la porosité). L'approximation (4.6) onduit don à estimer une vitesse de









Les aratéristiques du Milieu Linéaire de Comparaison (modules séants ou tangents
alulés pour la ontrainte moyenne dans la matrie) ne dépendent don pas de la pres-
sion de sorte que la vitesse de déformation des pores dépend linéairement de la pression
(relation de loalisation linéaire donnée par le modèle d'homogénéisation linéaire retenu).
Or, la vitesse de déformation dans les pores présente en générale une dépendane non
linéaire à la pression marosopique imposée, omme l'illustre la solution de la sphère
reuse (voir, par exemple, Mihel and Suquet (1992)).
A noter que même dans e as, la méthode du seond ordre Ponte Castañeda (1996)
présente des limitations. C'est pourquoi une alternative a été proposée dans Bilger et al.
(2002) (voir aussi Vinent (2007) et, dans une version simpliée, Julien et al. (2007)).
L'approhe proposée onsiste à assoier une linéarisation séante modiée et un problème
d'inlusion multi-ouhes (au lieu du problème d'Eshelby dans le adre de l'approhe par
motifs morphologiques proposée par Bornert et al. (1996)) pour limiter les eets (négatifs)
de l'approximation (4.6). En parallèle, une version alternative de la méthode du seond
ordre a été proposée dans Ponte Castañeda (2002a) en 2002. Nous reviendrons plus loin
sur ette proposition.
4.2. LE MODÈLE AFFINE ET SES VARIANTES QUASI-ÉLASTIQUES 67
4.2 Le modèle Ane et ses variantes quasi-élastiques
4.2.1 Le modèle Ane, rappels
On onsidère un matériau hétérogène dont le omportement de haque phase (r)
est dérit par la loi de omportement élastovisoplastique (4.1). Comme expliqué i-
dessus, le potentiel de dissipation ne dépend pas de variables internes pour simplier les
développements qui suivent (voir Masson and Zaoui (1999) pour le traitement du as
ave variables internes). Le développement au premier ordre autour d'une quantité de
référene par phase σ(r)(t) dénie à l'instant de linéarisation t onduit à l'expression
linéarisée (voir Rougier et al. (1994)) :
ε˙(x, u) =M e(r) : σ˙(x, u) +Mv(r)(t) : σ(x, u) + ε˙0(r)(u, t). (4.13)
Dans ette expression linéarisée, la souplesse visqueuse ne dépend plus de temps. Elle








La vitesse de déformation libre est dénie de la façon suivante :{





)−Mv(r)(t) : σ(r)(u) u ≤ t





)−Mv(r)(t) : σ(r)(t) u ≥ t (4.15)
Cette linéarisation peut-être vue omme une approximation d'une linéarisation plus géné-
rale exprimée autour d'une histoire de ontrainte (Pouya and Zaoui (1999)). La relation
(4.13) dénit ainsi un Milieu Linéaire de Comparaison qui dépend des quantités de ré-
férene par phase σ(r)(t), enore inonnues. Ce Milieu Linéaire de Comparaison, déni
à l'instant (t) de linéarisation hoisi, est de type visoélastique linéaire non vieillissant
ave déformation libre imposée. Si on adopte pour les quantités de référene par phase
les ontraintes moyennes estimées pour le Milieu Linéaire de Comparaison, on obtient le
modèle Ane élastovisoplastique tel que dérit dans Masson and Zaoui (1999).
Comme dans Masson and Zaoui (1999), on onsidère un polyristal onstitué de
grains parfaitement aolés et soumis à un trajet de hargement quelonque. La phase (r)
représente le omportement moyen des grains possédant la même orientation ristalline
tandis que σ(r)(t) et ε(r)(t) désignent les valeurs à un instant t des moyennes sur es
grains de même orientation des ontraintes et des déformations, respetivement.
Nous renvoyons à la référene Masson and Zaoui (1999) pour une desription détaillée
du modèle. Nous nous ontentons ii d'en rappeler les équations onstitutives dont sont
solutions les évolutions des moyennes par phase des ontraintes, les moyennes par phase
des déformations étant estimées grâe à l'approximation ε(r)(t) ≈ ε(r)(t), ette dernière
quantité étant solution de :
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approximation dont nous avons mentionné les limites dans le as des forts ontrastes
(voir setion 4.1.2).
A un instant t quelonque, les ontraintes de référene par phase σ(r)(t) sont solutions
du système d'équations non linéaires suivant (état de déformation marosopique imposé
ε(t)) : 












expression dans laquelle la transformée de Laplae-Carson Q˜
∗
SC
(p) de la fontion de re-
laxation Q˜
SC
(t) fait référene à un Milieu Linéaire de Comparaison pseudo-élastique
déni pour un réel p omme suit :
 e milieu possède la même morphologie que le polyristal initial,
 les phases (ristaux de même orientation) de e polyristal possèdent un ompor-
tement élastique linéaire aratérisé par une souplesse :














(p) désigne la souplesse eetive de e milieu linéaire élastique estimée
par le modèle autoohérent, le tenseur d'inuene Q˜
∗
SC





















































(I tenseur d'ordre 4 unité, P∗
SC
(p) est le tenseur de polarisation de Hill (voir 2.2) assoié
au module élastique L˜
∗
SC
(p)). Soulignons pour nir que dans le as linéaire, le système
d'équations (4.16) orrespond au traitement lassique par le théorème de orrespondane
d'un agrégat polyristallin onstitué de phases visoélastiques linéaires non vieillissantes
(voir setion 3).
4.2. LE MODÈLE AFFINE ET SES VARIANTES QUASI-ÉLASTIQUES 69
4.2.2 Les variantes quasi-élastiques du modèle Ane
Nous avons vu dans les deux setions 4.1 et 4.2 préédentes que la linéarisation,
qu'elle soit tangente ou séante, onduit à la dénition d'un Milieu Linéaire de Compa-
raison de type viso-élastique linéaire ave déformations libres. Nous avons par ailleurs
montré dans le hapitre 3 que le traitement usuel par homogénéisation d'un tel Milieu
Linéaire de Comparaison (théorème de orrespondane) est en général inontournable
mais reste lourd de mise en oeuvre. Ainsi la méthode des olloations onduit à haque
pas de temps à la résolution de plus d'une dizaine de problèmes élastiques linéaires ave
déformations libres. Peut-on imaginer une alternative ne onduisant pas au traitement,
à haque pas de temps, d'un Milieu Linéaire de Comparaison de type visoélastique li-
néaire mais élastique linéaire ? Dans le premier paragraphe de ette setion, je reviens sur
la méthode de linéarisation en raisonnant non plus sur des quantités ontinues mais des
quantités disrétisées (dans le temps), e qui permet de faire usage de la matrie tangente
ohérente. Dans le deuxième paragraphe, une autre solution est envisagée : l'approxima-
tion quasi-élastique pour inverser les transformées de Laplae-Carson, e qui onduit à
un Milieu Linéaire de Comparaison de type élastique linéaire.
C'est e traitement quasi-élastique qui est adopté dans le dernier paragraphe de ette
setion an d'aborder un autre aspet, elui de l'amélioration des estimations.
Une mauvaise idée !
Ce mémoire est aussi l'oasion de rapporter des idées personnelles qui n'ont nale-
ment pas abouti. En voii une qui paraissait bien séduisante au départ et qui s'est avérée
déevante (...). L'idée était séduisante ar elle était simple tout en paraissant relativement
générale. Pour la présenter, il nous faut tout d'abord rendre opérationnel le problème ini-
tial (4.3) en adoptant une méthode de résolution temporelle impliite : le problème étant
résolu jusqu'à l'instant t, le pas de temps suivant est noté t+∆t et on adopte la notation
suivante pour les diérentes quantités inonnues : X(t + ∆t) = X + ∆X. Le problème
disret pour les inonnues ∆X s'érit alors :


div(σ(x) + ∆σ(x)) = 0
∆ε(x) = 12(∇∆u(x, t) + (∇∆u(x, t))
t)
∆ε(x) =M e(r) : ∆σ(x) + ∆t∂φ
(r)
∂σ (σ(x) + ∆σ(x))
u(x) +∆u(x) = (ε+∆ε)x pour tout x sur ∂V.
(4.18)
Si on onsidère en partiulier l'expression disrétisée de la loi de omportement :
∆ε(x) =M e(r) : ∆σ(x) + ∆t
∂φ(r)
∂σ
(σ(x) + ∆σ(x)) ,
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Le tenseur d'ordre quatre apparaissant dans le membre de droite de ette expression est
généralement appelé la souplesse tangente-ohérente, fréquemment utilisé par la méthode
des éléments nis (voir par exemple Bonnet M. (2006)). On peut don dénir un Milieu
Linéaire de Comparaison de type élastique linéaire ave déformation libre imposée, en
approhant, en haque point x de haune des phases (r) la loi de omportement par :
∆ε(x) ≈M tgcoh(r) : ∆σ(x) + ∆ε0(r),
la souplesse tangente-ohérente et l'inrément de déformation libre étant à présent ho-
mogènes sur la phase (r) onsidérée et dénis par :{
M tgcoh(r) = d∆ε(x)d∆σ(x) (σr +∆σr)
∆ε0(r) = ∆εr −M tgcoh(r)∆σr,
(4.20)
∆εr désignant la réponse par la loi de omportement assoiée à la ontrainte de référene
(σr +∆σr) dans la phase (r) selon :
∆εr =M




On obtient don à haque pas de temps un Milieu Linéaire de Comparaison de type
linéaire élastique et on peut par ailleurs montrer que si, les onstituants obéissent à
une loi de omportement élastoplastique et qu'on adopte une méthode de résolution
temporelle impliite, la forme du Milieu Linéaire de Comparaison est identique. Hélas,
dans le as élastovisoplastique, l'examen de la sensibilité du modèle au pas de temps
onduit à une ruelle désillusion : lorsque le pas de temps ∆t tend vers zéro, les souplesses
tangentes ohérentes loales tendent vers le module élastique de la phase onsidérée :
lim∆t→0M
tgcoh(r) =M e(r)
Nous voii don en présene d'une approhe à aommodation élastique (voir par exemple
Weng (1981)). Cette dernière remarque est rédhibitoire pour un leteur habitué à traiter
de es questions (voir Masson and Zaoui (1999) pour une étude omparative détaillée).
C'était don une mauvaise idée !
Tout à fait indépendamment, l'équipe du LMA (voir Lahelle and Suquet (2007)) a
répondu depuis à la question posée : omme préédemment, 'est le problème disrétisé
qui est le point de départ de es travaux an de faire apparaître un potentiel pseudo-
élastique (Mialon (1986)) à haque pas de temps. L'astue onsiste alors à se démarquer
de l'approhe par hamp moyen dérite préédemment. En partiulier, la déformation
libre n'est pas supposée homogène dans la phase onsidérée. Au nal, les résultats obtenus
ave ette nouvelle approhe sont très satisfaisants et laissent penser que la démarhe
proposée pourrait onstituer, sous ertaines onditions (adre des matériaux standards
généralisés), une formulation générale pour les omportements dépendants du temps. A
noter toutefois que ette nouvelle approhe s'appuie sur le alul de moments d'ordre
deux (même dans le as visoélastique linéaire), e qui peut s'avérer lourd en pratique.
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Le modèle Ane quasi-élastique
Nous avons déjà présenté la méthode d'inversion approhée quasi-élastique de la
transformée de Laplae-Carson (voir 3.2.2). On retrouve aisément les équations onsti-
tutives de e modèle en appliquant le hangement de variable p = h(t)/t à l'ensemble
d'équations (4.16) dénissant le modèle Ane dans le as de polyristaux (voir Brenner
et al. (2002) pour une desription détaillée). En pratique, seules les équations d'intera-
tion du système (4.16) sont modiées par ette approximation selon :






, 1 ≤ r ≤ np







le tenseur d'inuene pour un réel (p) donné Q˜
∗
SC
(p) ayant été déni en setion 4.2.1.
La relative simpliité de ette méthode nous a onduit à envisager des omparaisons
ave des aluls de miro-struture (Barbe et al. (2001)). L'objet de ette omparaison
portait sur la simulation de la réponse eetive (uage thermique) d'un alliage de Zir-
onium assimilé à un agrégat de grains ristallins parfaitement aolés. Ces alliages de
Zironium sont utilisés omme matériau de gainage des rayons ombustibles des réa-
teurs à eau sous pression. Ce travail a fait l'objet d'une ollaboration ave O. Diard
(Diard (2002)). Des aluls éléments nis d'agrégats ont en partiulier été réalisés dans
le as d'un hargement de uage biaxé (essais isothermes sur tube menés à 400C). Les
systèmes de glissement introduits à l'éhelle du monoristal de symétrie hexagonale (voir
Figure 4.2) étaient, par ordre déroissant d'importane (ission d'éoulement), les glisse-
ments prismatiques, puis les glissements basal et pyramidal < a > et enn, le glissement
pyramidal < c + a >. Ces aluls de miro-struture montrent, pour un hargement de
uage, l'apparition de bandes de déformations intenses (voir Figure 4.4).
A noter que es bandes de déformation ne sont orretement aptées par le alul
de miro-struture que pour un maillage susamment n : si on adopte une maillage
grossier ne omptant qu'un élément ni par grain, es strutures de déformation ne sont
pas représentées et la vitesse de uage marosopique est sous-estimée. En fait, il faut
atteindre 15 éléments par grain pour dérire orretement es bandes de déformation
(soit près de 22000 éléments à 20 noeuds et 27 points d'intégration (3d20)).
Dans le rapport Diard (2002), les omparaisons portaient essentiellement sur les ré-
gimes stationnaires (omportement purement visoplastique) mais, l'introdution d'un
seuil dans la loi d'éoulement visoplastique a posé des problèmes de onvergene pour
la délinaison du modèle Ane aux omportements visoplastiques, partiellement résolu
par l'introdution d'une pénalité. An d'éviter es problèmes, il nous a fallu adopter un
adre de modélisation élastovisoplastique, adre pour lequel nous avons adopté le modèle
Ane quasi-élastique. Les résultats omplémentaires, ainsi obtenus ave l'Ane quasi-
élastique, onrment ave plus de rigueur les tendanes observées alors. En partiulier,
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Fig. 4.4  Essai de uage sous hargement bi-axial à 400C : simulation de la réponse d'un alliage
de zironium assimilé à un agrégat onstitué de 1452 grains (583 orientations). Des bandes de
loalisation de la déformation apparaissent très nettement sur ette gure.
les résultats obtenus ave le modèle Ane sous-estiment (vitesse de déformation maro-
sopique) les résultats de référene. Maigre onsolation, es résultats semi-analytiques
sont très prohes de eux obtenus dans e as ave le maillage grossier (un élément ni
par grain), méthode que l'on peut qualier d'homogénéisation numérique (voir Staro-
selsky and Anand (1998)). C'est, à la réexion, assez atteur pour l'approhe Ane
quasi-élastique proposée qui ompte nettement moins de degrés de libertés (3600 degrés
de liberté pour l'Ane (600 phases ave 6 degrés de liberté par phase) à omparer aux
87120 degrés de liberté pour le alul éléments nis (1450 éléments ubiques omptant
20 n÷uds et trois degrés de liberté
On retrouve toutefois les limites du modèle Ane, déjà rapportées dans le para-
graphe 4.1.2, dans un as, ertes pathologique, mais réel : le as étudié ii présente
de fortes inompatibilités inter-granulaires, ompte-tenu du faible nombre de possibi-
lité d'aommodation visoplastique dans les grains (les trois prinipaux méanismes de
glissement ne permettent pas d'aommoder ertaines diretions de solliitation (omme
pour la glae, selon l'axe sénaire du monoristal)). Dans ette situation, 'est à nouveau
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l'approximation :
ε(r)(t) ≈ LC{σ(r)(u)}0≤u≤t,
équation tirée de (4.16) mais qui reste vraie pour la variante quasi-élastique présentée
i-dessus, qui onduit aux éarts onstatés. Dans la setion 4.1.2, 'est la omparaison
entre le modèle Ane et le modèle du seond ordre (Ponte Castañeda (1996)) qui permet
de tester l'eet de ette hypothèse sur la réponse eetive du polyristal, le modèle du
seond-ordre ne s'appuyant pas sur ette hypothèse. Ii, 'est la omparaison ave des
aluls de mirostruture de référene qui nous permet de mettre en évidene l'eet de
ette approximation.
Le modèle Ane quasi-élastique amélioré
Comment améliorer les préditions du modèle Ane quasi-élastique ? C'est ette
question que nous avons abordée en ollaboration ave R. Brenner du CNRS-LPMTM
(et aussi, bien sûr, P. Ponte-Castañeda de l'Université de Pennsylvannie (USA)). Le
point de départ de e travail est la proposition de Ponte Castañeda (2002a) (voir aussi
Ponte Castañeda (2002b)) qui propose d'inorporer dans l'étape de linéarisation de la loi
de omportement loale (4.4), non plus une, mais deux quantités de référene par phase,
notées σ(r) et σˆ(r), respetivement (e sont deux tenseurs du seond-ordre). La souplesse
visqueuse et la déformation libre apparaissant dans la relation linéarisée (4.4) sont à
présent la pente et l'ordonnée à l'origine de la droite passant par les points (σ(r), ε˙v(σ(r)))
et (σˆ(r), ε˙v(σˆ(r)). Comme dans Ponte Castañeda (1996), ette analyse est limitée à des
omportements purement visoplastiques (ou élastiques non linéaires)
2
, e qui permet de
dénir des quantités homogènes par phase par des onditions d'optimalité vis-à-vis du
potentiel visoplastique eetif. En pratique, σ(r) est toujours identique à la moyenne
de la ontrainte dans la phase onsidérée tandis que le degré de liberté supplémentaire
introduit, σˆ(r), dépend de ette quantité moyenne ainsi que de la moyenne des arrés
de la ontrainte sur la phase onsidérée (voir Ponte Castañeda (2002a)). Cette dernière
quantité est un tenseur du quatrième ordre déni dans haque phase (r) par :
< σ ⊗ σ >r .
Comme la moyenne par phase des ontraintes, ette quantité est elle alulée pour le
milieu linéaire de omparaison. Quel que soit le modèle d'homogénéisation linéaire retenu
pour résoudre le problème élastique linéaire assoié au Milieu Linéaire de Comparaison,
ette quantité peut être alulée par la relation générale suivante (Ponte Castañeda and
Suquet (1998)) :







C'est la raison pour laquelle les quantités méaniques ne dépendent plus du temps dans e para-
graphe.
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Mv(r) désignant la souplesse eetive dans la phase (r) tandis que φ
MLC
est l'éner-
gie omplémentaire eetive du Milieu Linéaire de Comparaison estimée ave le modèle












Lorsque le problème est de type thermo-élastique linéaire (hamp de déformation libre
ε0(x) imposée), nous avons vu (f. hapitre 2) que l'énergie potentielle eetive doit tenir
ompte de e hargement additionnel. Pour l'énergie omplémentaire eetive, on obtient






σ :Mv : σ + σ : ε0 >V .
L'extension de es travaux à des omportements élastovisoplastiques est relativement
aisée ave l'approximation quasi-élastique (voir Brenner and Masson (2005) pour plus de
détails). Les inonnues sont à présent les évolutions ave le temps des deux quantités
homogènes par phase dénies i-dessus. A haque pas de temps, es quantités dépendent
de la valeur à l'instant onsidéré de la moyenne des ontraintes dans la phase onsidérée
(voir plus haut) et du moment d'ordre deux évalué au même instant. Ce dernier terme
est estimé grâe à l'approximation quasi-élastique selon :









(p) désignant l'énergie omplémentaire eetive du Milieu Linéaire de Compa-
raison pseudo-élastique déni dans la setion 4.2.1. Dans Brenner and Masson (2005),
les réponses évaluées dans le as d'un omposite biphasé ave e nouveau modèle Af-
ne quasi-élastique s'avèrent, omme prévu, meilleures (plus souples) que elles dérivées
ave la proposition préédente, 'est pourquoi on parle de modèle Ane quasi-élastique
amélioré (voir Figure 4.5 tirée de Brenner and Masson (2005)).
4.2.3 Perspetives
Si on en revient aux omparaisons aluls de miro-struture / modèle d'homogé-
néisation menées en ollaboration ave O. Diard, la question qui suit est : pourquoi ne
pas eetuer des simulations ave un Ane quasi-élastique amélioré basé sur les travaux
de Liu and Ponte Castañeda (2004) étendant la proposition Ponte Castañeda (2002a)
au as des polyristaux (voir aussi plus réemment Lebensohn et al. (2007b)) ? C'est
qu'il nous reste plusieurs diultés à franhir. La première d'entre elles est la suivante :
il faut introduire un alul relativement préis des moments d'ordre deux dans le as
général (souplesses loales présentant les symétries majeures mais anisotropes), e qui
revient (relation (4.22))à eetuer 21 dérivations dans haune des phases (près de 600
orientations pour les aluls ités !). Si la méthode numérique s'appuie sur une simple
diérene nie, il faut don eetuer pour haque phase 2 ∗ 21 ∗ 600 = 25200 aluls
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Fig. 4.5  Evolution ave le temps de la vitesse de déformation marosopique d'un omposite
biphasé lors d'un essai de uage (isaillement) : omparaison des préditions obtenues ave le
modèle Ane quasi-élastique (CA, trait plein) et le modèle Ane quasi-élastique amélioré
(GA, pointillé). Le omposite onsidéré est onstitué de 15% d'inlusions élastiques distribuées
de façon isotrope (estimation Mori-Tanaka du Milieu Linéaire de Comparaison) dans une matrie
obéissant à une loi d'éoulement visoplastique de type Norton (n = 5). Les aratéristiques
élastiques du omposite sont homogènes.
d'homogénéisation linéaire ! Sahant que haque alul d'homogénéisation néessite inq
à dix aluls numériques du tenseur d'Eshelby (résolution de l'équation d'autoohérene),
un peu moins de 300 000 aluls du tenseur de polarisation de Hill seraient néessaires ...
On mesure tout l'intérêt de la rédution de l'intégrale assoiée au alul numérique du
tenseur de polarisation de Hill, tel que proposé dans la setion 2.2.3 ! Nous avons vu que
es nouvelles expressions pourraient aussi grandement failiter le alul de la dérivée du
tenseur de polarisation de Hill. On voit aussi tout l'intérêt de propositions alternatives
de alul de es moments d'ordre deux (voir Brenner et al. (2004)) suseptibles de ré-
duire fortement le nombre de aluls d'homogénéisation néessaires. C'est ette méthode
de dérivation alternative, reprise dans Lebensohn et al. (2007a), qui permet dans le as
de polyristaux visoplastiques d'utiliser eaement les résultats établis par Liu and
Ponte Castañeda (2004). La deuxième diulté est d'ordre théorique : si le alul du mo-
76 CHAPITRE 4. COMPORTEMENTS NON LINÉAIRES
ment d'ordre deux est possible dans le as d'un Milieu Linéaire de Comparaison élastique
linéaire, la question reste ouverte pour un Milieu Linéaire de Comparaison de type vis-
oélastique linéaire. L'extension de ette méthode aux régimes transitoires (sans l'usage
de l'approximation quasi-élastique) reste don un problème ouvert (voir onlusions).
Du point de vue des aluls de miro-struture établis lors de es omparaisons, nous
avons souligné qu'un maillage trop grossier (un élément par grain ristallin) onduit
à des résultats prohes du modèle semi-analytique proposée. De e point de vue, on
pressent aussi tout l'intérêt d'une extension aux omportements élastovisoplastiques de
l'approhe proposée dans la setion 2.3. Les zones grises seraient dans e as les zones
au voisinage des joints de grain.
4.3 Un modèle à variables internes équivalent à l'Ane élas-
tovisoplastique
Pour des omportement visoélastiques linéaires, j'ai déjà souligné les diultés liées
à l'approhe par onvolution (voir 3.3). Sur le plan théorique tout d'abord, elle est, en
l'état, inapte à traiter le as où les aratéristiques des phases dépendent du temps, e
qui est malheureusement fréquent lorsqu'on étudie le omportement thermoméanique
d'une struture. Sur le plan numérique, elle néessite de stoker toute l'histoire des prin-
ipales quantité méaniques (ontraintes et déformations marosopiques, moyennes par
phase, ...). S'il nous faut don étudier une struture soumise à une solliitation thermo-
méanique omplexe (typiquement la simulation de la réponse thermoméanique d'un
rayon ombustible d'un réateur REP ouvre plusieurs années, soit plusieurs entaines
de pas de temps de alul en général !), il nous faudra stoker es diérentes variables,
puis estimer les réponses à l'instant onsidéré à l'aide de onvolutions s'appuyant sur des
intervalles de temps de plus en plus larges, ... Pour elui qui voudrait introduire une tel
loi dans un ode éléments nis, ette lourdeur est rédhibitoire !
4.3.1 Formulation dans le as des polyristaux
En pratique, ependant, nous avons vu (voir setion 4.2.1) qu'on emploie la méthode
des olloations an d'inverser les transformées de Laplae-Carson, e qui revient à intro-
duire un nombre ni de variables internes, omme nous l'avons déjà souligné auparavant
(voir 3.3). Dès Masson and Zaoui (1999), nous proposions (sans nous l'avouer ...) une for-
mulation à variables internes. Reprenons l'exemple des polyristaux pour détailler ette
proposition.
Dans le système d'équations (4.16) dénissant le modèle Ane, 'est l'équation d'in-
teration :












qui fait apparaître un noyau intégral. Or, la méthode de olloation, telle que proposée
dans Masson and Zaoui (1999), onduit à approher les variations temporelles du tenseur
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d'inuene de la façon suivante :
Q˜
SC














désignant le tenseur d'inuene assoié au problème
purement élastique (p → +∞). Ave ette approximation, l'équation d'interation est
désormais équivalente à :































ave q(r)τi (0) = 0. (4.25)




(p) onduit don à l'équation d'interation (4.24) dans laquelle a
disparu l'opération de onvolution. Cette équation d'interation fait apparaître :
 le tenseur d'inuene assoié au problème élastique (même matériau hétérogène
mais onstitué de grains élastiques (souplesses élastiques M e(r)) ;





τNp pour haune des phases r = 1, ..., np. Ces variables internes traduisent
l'interation visoélastique au sein de l'agrégat ainsi que les ontraintes moyennes
par phase σ(1), ...,σ(np), np désignant le nombre de phases onsidérées tandis que
Np désigne le nombre de termes dans l'approximation (4.23).
Le nombre de phases dans un polyristal restant élevé (np étant de l'ordre de quelques
entaines) et le nombre de points de olloation (Np) étant de l'ordre de 20, le modèle
proposé onduit à un nombre de variables internes (Np ∗ np) non négligeable.
Finalement, l'approximation (4.23) (méthode des olloations) onduit au système
d'équations non linéaires suivant (état de déformation marosopique imposé ε(t)) :


































dont sont solutions, à un instant t quelonque, les ontraintes de référene par phase
σ(r)(t) (ou, de façon équivalente, les déformations de référene par phase ε(r)(t)) ainsi
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que les variables internes qτ1(t), ...,qτNp (t). Les tenseurs d'ordre quatre Q˜SC(τi) sont
donnés par (méthode des olloations, voir relation (3.23)) :











SC(p) étant déni par (4.17). Comme dans Masson and Zaoui (1999), il faut résoudre
Np problèmes d'homogénéisation linéaires par le modèle autoohérent pour déterminer
les oeients (Q˜SC(τ1), ..., Q˜SC(τNp )) solution du système linéaire (4.27).
Nous onluons ette setion en remarquant que si Np = 0, on retrouve le modèle à
aommodation élastique de Weng (1981), modèle dont les limites ont déjà été soulignées
plus haut. On peut bien entendu imaginer diérentes approximations visant à réduire le
nombre de points de olloation . . .
4.3.2 Avantages de ette formulation, perspetives nouvelles d'utilisa-
tion
Prenons, pour illustrer notre propos, la situation d'un hargement ylique à grands
nombres de yles (aluls à la fatigue polyylique, typiquement). Ave le modèle à
noyau intégral initial (relations (4.16)), le traitement d'un tel hargement néessite de
stoker toute l'histoire de hargement onsidéré, e qui devient rapidement inextriable.
On mesure bien l'intérêt dans ette situation du nouveau point de vue (à variables in-
ternes) proposé ii.
Si, dans l'exemple préédent, l'approhe par noyau intégral posait des des diultés
de mise en ÷uvre, ette approhe bute aussi sur de sérieuses diultés oneptuelles
dans le as de hargements anisothermes : en partiulier, si les aratéristiques d'un
des onstituants varient ave la température ('est en pratique souvent le as), quel
matériau linéaire de omparaison onsidérer ? A l'instar du traitement des non linéarités,
une solution serait d'introduire une déformation libre, mais ela parait bien vite lourd
(...) La formulation à variables internes permet de traiter sans diultés ette situation
anisotherme : il nous sut de onsidérer les aratéristiques instantannées assoiées à
l'instant (et don la température) onsidéré puis, d'appliquer les relations onstitutives
dénies i-dessus. Pour détailler la solution proposée, onsidérons le as où e sont les lois
d'éoulement visoplastique des phases qui dépendent de la température. La température
est par ailleurs une fontion du temps, notée T (t). Dans e as, le omportement linéarisé
est toujours donné à un instant t par la relation (4.13) mais la souplesse visqueuse dans















−Mv(r)(t) : σ(r)(t) (4.29)
4.4. CONCLUSIONS, PERSPECTIVES 79
Dans haune des phases (r) onsidérée, ette relation dénit un matériau linéaire de
omparaison visoélastique linéaire à l'instant (t) onsidéré. L'appliation du prinipe
de orrespondane et du modèle autoohérent onduit alors aux équations onstitutives
(4.26), valables à l'instant t onsidéré.
4.4 Conlusions, perspetives
Du point de vue des appliations, l'approximation quasi-élastique est une solution qui
s'est avérée robuste et eae et e, de plusieurs points de vue : tout d'abord, elle a permis
de traiter des problèmes omplexes omme la prédition quantitative du uage d'alliages
de zironium (Brenner (2001)). Par ailleurs, j'ai pu appréier sa relative simpliité liée
au fait que la transformée de Laplae-Carson n'apparaît plus in ne, e qui a permis à
des ollègues de rapidement aborder les problèmes de type visoélastique linaire ou non
linéaire. Il y a ependant un risque à appliquer trop brutalement la méthode proposée :
l'approximation proposée doit être réévaluée pour toute nouvelle situation renontrée.
De e point de vue, la re-formulation (4.26) de la solution par olloation sous forme
de variables internes me parait aussi très intéressante pour l'avenir. Si e dernier résultat
n'est pas fondamentalement nouveau, il ore un nouveau point de vue à la ommunauté
sientique sur le sujet, nouveau point de vue qui ore plusieurs avantages :
 Il aboutit à une formulation des lois de omportement homogénéisées onformes à
elles lassiquement utilisées dans les odes de simulation de struture ;
 Il permet naturellement de traiter des problèmes plus omplexes omme les om-
portements dépendants du temps (vieillissement, solliitations thermoméaniques,
...) ou non linéaires, omme les hargements yliques pour des appliations à la
fatigue oligoyliques, ... (voir setion 4.3).
Parmi les nombreuses perspetives de travail sur e thème de la modélisation du
omportement eetif des matériaux hétérogènes présentant un omportement élastovi-
soplastique, ertaines ont déjà été évoquées. Ce serait en partiulier, à la fois utile et
intéressant de prolonger le travail entamé dans Brenner and Masson (2005) aux polyris-
taux. On peut, plus généralement, envisager plusieurs voies se trouvant à la roisée des
hemins entre la reherhe sur les méthodes de linéarisation (Ponte Castañeda (1996),
Ponte Castañeda (2002a), ...) et la reherhe sur le ouplage visoélastique telle que rap-
portée dans e mémoire. Ces voies, pas enore explorées à ma onnaissane, sont reportées
dans le tableau 4.4 suivant. Dans e tableau qui n'est pas exhaustif, les diérentes ases
vides représentent autant de méthodes d'estimation à formuler et à mettre en oeuvre !
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Tangente Séante Mixte












Rougier et al. (1993) § §
















Brenner et al. (2002) § Brenner and Masson (2005)
Tab. 4.1  Diérentes assoiations possibles. Sur les olonnes, on trouve les hoix de méthode
de linéarisation (tangente, séante autour des moments d'ordre un (MO1) ou deux (MO2) et
mixte (voir Ponte Castañeda (2002a))). Sur les lignes, on trouve les deux méthodes d'inversion
possibles des transformées de Laplae-Carson (olloation ou quasi-élastique).
5
Bilan des travaux eetués
Pour elui qui voudrait aller plus loin dans l'utilisation pratique des diérentes mé-
thodes d'homogénéisation présentées dans e travail, il existe une bibliothèque orientée
objet (langage C++) nommée MiMa++ qui permet de tester l'essentiel de es méthodes
dans des situations variées. Cette bibliothèque, développée depuis une dizaine d'années
en ollaboration ave des ollègues du monde aadémique, est librement téléhargeable
sous liene CeCiLL-B (voir http://www.eill.info/) à l'adresse suivante :
http://pagesperso-orange.fr/renaud-masson/MiMa++/.
An de onlure sur les travaux présentés dans e mémoire, je rappelle la question
initiale ayant motivé es travaux : proposer une méthodologie de référene pour simuler
par homogénéisation la réponse de matériaux hétérogènes élastovisoplastiques vieillis-
sants à des trajets de hargement non radiaux, non monotones et anisothermes. Pour
atteindre et objetif, j'avais identié un ertain nombre de questions générales en intro-
dution. A l'issue de es travaux, les éléments de réponse suivants ont pu être apportés
à es questions :
Le travail de omparaison entre diérentes méthodes d'homogénéisation a fait l'objet
de nombreuses publiations dans le as non linéaire (voir, par exemple, Masson et al.
(2000) ou Bornert et al. (2001)). Ces omparaisons ont montré la néessité d'améliorer la
proédure de linéarisation employée lorsqu'on souhaite modéliser les propriétés eetives
de matériaux hétérogènes dont (au moins) un onstituant possède un omportement non
linéaire. Suite à es omparaisons, une méthode de linéarisation plus robuste, proposée
par ailleurs (Ponte Castañeda (2002a)), a été adaptée de façon à pouvoir traiter le as
de onstituants possédant un omportement non linéaire partiulier : le as élastoviso-
plastique (Brenner and Masson (2005)).
La question de l'optimisation des temps de alul est un domaine de reherhe trans-
verse aux diérentes lasses de omportement envisagées dans e mémoire. Tous les shé-
mas d'homogénéisation basés sur la résolution du problème d'Eshelby bénéieront des
eorts analytiques onsentis (Masson (2008)) pour réduire l'intégrale double néessaire
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au alul du tenseur d'Eshelby (le tenseur de polarisation de Hill, en pratique). Pour le
traitement des situations transitoires (omportements élastovisoplastiques), la méthode
d'inversion quasi-élastique s'est avérée à la fois eae et utile (voir Brenner et al. (2002)
et Brenner and Masson (2005)).
L'équivalene olloation - loi variables internes (Riaud and Masson (2009)) nous a
permis de formuler diéremment la proposition Masson and Zaoui (1999). Cette nouvelle
formulation permet d'envisager ave onane des situations pratiques hors de portée
jusqu'à présent (trajet de hargement thermoméanique, fatigue, ...). Elle a aussi un
intérêt pédagogique pour elui qui voudrait introduire une loi de omportement homo-
généisée de e type dans un ode éléments nis puisqu'elle se réduit à une simple loi de
omportement à variables internes. Elle est atuellement mise en oeuvre dans les outils
de alul éléments nis simulant le omportement en servie des rayons ombustibles.
Enn, la méthodologie de aluls de VER de bétons proposée par Toulemonde (2006)
nous a onduit à aborder un problème nouveau qui nous a amené à onstruire à l'aide
d'une méthode variationnelle des nouvelles bornes permettant de réduire signiative-
ment l'inertitude sur le résultat nal (Toulemonde et al. (2008)). Ces travaux théoriques
ont été développés pour des omportements de type élastique linéaire.
Sur la base de es diérentes ontributions, la méthodologie de référene reherhée
pourrait s'appuyer sur les éléments suivants :
 une méthode de linéarisation robuste du type Ponte Castañeda (2002a) qui ondui-
rait à haque instant à dénir un matériau linéaire de omparaison de type viso-
élastique linéaire ;
 une homogénéisation par le théorème de orrespondane de e matériau linéaire de
omparaison. Si le shéma d'homogénéisation retenu fait appel au alul du tenseur
d'Eshelby, il faudrait mettre à prot les formules établies ;
 l'emploi de la méthode de olloation pour l'inversion des transformées de Laplae,
e qui, omme nous l'avons vu, permettra d'appréhender des situations plus géné-
rales que l'approximation quasi-élastique ;
 l'appliation de l'équivalene traitement par olloation - représentation par va-
riables internes an de traduire les eets d'histoire à l'instant de linéarisation hoisi
par un ensemble ni de variables internes ('est indispensable si on souhaite traiter
les as anisotherme vieillissant).
En sus des développements informatiques néessaires pour mettre en ÷uvre ette so-
lution de référene, deux questions doivent être tranhées avant d'aller plus loin. Tout
d'abord, la question de la méthode de linéarisation reste relativement ouverte : plutt que
Ponte Castañeda (2002a), on pourrait envisager d'autres méthodes de linéarisation (voir
Lahelle and Suquet (2004)). Pour tranher ette question, des travaux de omparaison
à des aluls de mirostruture seront néessaires. Par ailleurs, es diérentes méthodes
de linéarisation s'appuient sur les moments d'ordre deux des hamps méaniques dans
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le matériau hétérogène onsidéré. Si l'approximation quasi-élastique permet de aluler
diretement ette quantité, ette question reste ouverte dans le as d'un traitement géné-
ral : autrement dit, omment estimer < σij(t)σkl(t) >s à un instant (t) et dans la phase
d'indie (s) d'un matériau hétérogène visoélastique linéaire donné ?
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6
Perspetives de reherhe
Plus généralement, les perspetives de e travail sont nombreuses. Pour les présenter
dans les grandes lignes, je propose de les regrouper autour de trois thématiques de re-
herhe qui sont dérites dans les paragraphes suivants.
La première question ore des perspetives de reherhe très ouvertes. Elle a pour
point de départ la méthodologie de alul de miro-struture sur maillages libres présen-
tée dans la setion 2.3. Elle a don trait aux aluls de miro-struture (la simulation
de Volumes Élémentaires Représentatifs (VER)), problématique qui a fait l'objet de
nombreuses ontributions es dernières années, tant du point de vue des méthodes de
résolution (par exemple la méthode FFT proposée par Mouline and Suquet (1998)) que
du point de vue de la représentation des miro-strutures (représentation des grains dans
Barbe et al. (2001) , ...) ou des phénomènes modélisés (par exemple, l'endommagement
intergranulaire dans les polyristaux, voir Diard et al. (2002)) ...
L'originalité de la question soulevée ii tient à la présene de zones grises dans le
alul de miro-struture, e qui, omme nous l'avons montré dans la setion 2.3, néessite
de marier les tehniques de alul de miro-struture dérites i-dessus aux tehniques
d'homogénéisation développées es dernières années. Ainsi, partant de notre ontribution
dans le as élastique linéaire (voir Toulemonde et al. (2008)), les questions suivantes
devront être abordées es prohaines années, tout d'abord dans le as élastique linéaire :
 la mise au point de bornes plus resserrées, e qui permettra de diminuer l'inertitude
sur le omportement eetif simulé ;
 la reherhe d'estimations pertinentes, 'est à dire respetant les bornes établies et
prohes de solutions de référene qui peuvent être obtenues dans des as partiu-
liers ;
puis, l'extension à :
 des omportements visoélastiques linéaires non vieillissant ou vieillissants ;
 des omportements non linéaires (élastiité non linéaire ou visoplastiité) ;
 des omportements élasto-visoplastiques.
Nous avons déjà expliqué dans la setion 2.3 quels avantages on pouvait tirer de la métho-
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dologie employée en homogénéisation (utilisation d'une polarisation à l'instar de Hashin
and Shtrikman (1963)) pour notre alul de miro-struture ave une zone grise. Les
extensions de ette méthodologie aux omportements plus généraux dénis i-dessus
devront elles-aussi s'appuyer sur les méthodes employées en homogénéisation. Ainsi,
onernant l'extension de la méthodologie proposée dans le as élastique linéaire à la
visoélastiité linéaire non vieillissante, plusieurs méthodes pourront être envisagées an
de déterminer les propriétés des zones grises : le théorème de orrespondane, la propo-
sition de Lahelle and Suquet (2007), une approhe à la Kröner, ... laquelle hoisir ?
Conernant l'extension à des omportements élastiques non linéaires, les méthodes va-
riationnelles développées par Ponte Castañeda (1991) devraient nous permettre d'établir
une borne supérieure dans e as.
Bien entendu, es questions aadémiques répondent à des problèmes onrets abor-
dés dans mon laboratoire. À e titre, le as visoélastique linéaire vieillissant est le plus
intéressant ar il est aratéristique du omportement des ombustibles MOX dans le
régime de solliitation onsidéré (régime nominal) : le uage est alors linéaire (ave la
ontrainte) tandis que la dépendane à la température et au ux neutronique de la loi de
omportement lui onfère un aratère vieillissant (voir la disussion à e sujet dans le
hapitre 3). Plus généralement, ette question de la simulation des VER est portée par
un nombre signiatif de ollègues du laboratoire (ombustibles pour le futur réateur
expérimental RJH, ...) ainsi que des entités internes ou externes ave lesquelles le labo-
ratoire entretient des ollaborations (par exemple ave le LMA pour la méthode FFT).
L'idée générale est de développer un outil permettant de simuler à diérentes éhelles la
réponse à un trajet de hargement réaliste (irradiation, température, déformations) d'un
VER d'un ombustible donné. C'est une oasion onrète, en ollaboration ave EDF
et le LMA d'étendre la méthodologie de alul de miro-struture sur maillages libres
proposée.
La deuxième question a trait au développement de méthodes d'homogénéisation pour
les matériaux hétérogènes possédant un omportement élasto-visoplastique, en partiu-
lier les polyristaux, l'éhelle granulaire étant souvent pertinente pour les problèmes
d'intérêt traités (voir plus bas la thématique du ouplage ou Paull et al. (2009)). Ce
thème de reherhe reste très atif dans la bibliographie ouverte (...). Ma ontribution
dans e domaine reprend tout d'abord les perspetives évoquées dans les hapitres 3 et
4 :
 L'amélioration de la méthode Ane quasi-élastique, en partiulier sa méthode de
linéarisation (voir 4.4, et plus préisément Brenner and Masson (2005)), e qui
néessitera des travaux omplémentaires dans le as linéaire (dérivée du tenseur
d'Eshelby, estimation des moments d'ordre deux dans le as visoélastique).
 La simulation de trajets de hargement généraux qui néessitera d'abandonner
l'approximation quasi-élastique pour adopter le traitement par olloation (on aura
don rempli une des autres ases, pour l'instant vide, du tableau 4.4 !).
Conernant e dernier point, je souhaite bien entendu tirer prot de l'équivalene ollo-
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ation - loi à variables internes disutée dans le hapitre (3). Comme expliqué préédem-
ment, ette équivalene réduit la formulation lassique à noyau intégral à une formulation
à variables internes, e qui permet de traiter beauoup plus eaement les problèmes
d'évolution. Or, sous l'eet de la déformation (rotation des ristallites) ou du vieillis-
sement (le vieillissement thermique de ertains aiers austéno-ferritiques, par exemple)
ou enore de l'irradiation, les propriétés granulaires des matériaux polyristallins sont
suseptibles d'évoluer, e qui onduit à une modiation des propriétés d'usage : tex-
ture induite par la déformation, fragilisation liée au vieillissement, uage d'irradiation,
... C'est don un hamp d'investigation large et dont l'intérêt pratique est évident qui
s'ouvre grâe à ette équivalene olloation - loi à variables internes ; la nouveauté
dans la méthode retenue, reposant sur un traitement solide du ouplage visoélastique.
D'un point de vue plus théorique, e travail serait aussi l'oasion de nous penher
sur la question de la signiation physique de es variables internes marosopiques. On
pourrait pour ela étudier des mirostrutures modèles et déterminer, dans le as vis-
oélastique linéaire, leur spetre de relaxation. Dans le as de mirostrutures de type
polyristalline, des résultats théoriques (f. Rougier et al. (1993)) obtenus dans un as
partiulier (omposite biphasé dans lequel auune des phases ne joue le rle de matie)
ont montré que le spetre de relaxation estimé ave le modèle autoohérent est ontinu.
Même pour des mirostrutures de type inlusion-matrie mais ave des interations entre
inlusion marquées, l'estimation de e spetre de relaxation ave le modéle autoohérent
généralisé (voir Christensen (1979)) onduit aussi à un spetre ontinu. On pourrait don
ommener par étudier des mirostrutures de type inlusion-matrie à diérentes fra-
tions volumiques d'inlusion an d'en simuler par des aluls de mirostruture le spetre
de relaxation. On imagine que si la matrie de e omposite présente un spetre de relaxa-
tion disret, on retrouvera aux très faibles frations volumiques d'inlusion un spetre
disret. Existe-il alors une fration volumique ritique pour laquelle e spetre simulé
devient ontinu ? Peut-on apter ave des modèles analytiques (dérivé de l'assoiation
du prinipe de orrespondane ave diérents modèles d'homogénéisation en élastiité li-
néaire : Mori-Tanaka, autoohérent généralisé, ...) les tendanes obtenues ave es aluls
de mirostruture ? Dans le as des faibles frations volumiques d'inlusion étudiées dans
le hapitre 3, le spetre obtenu ave le modèle proposé est-il pertinent ? On pourrait en-
suite onsidérer des mirostrutures polyristallines an de déterminer si elles présentent
systématiquement un spetre ontinu. On pourrait ensuite examiner plus en détails la
nature de e spetre (valeur des temps de relaxation bornant le spetre par exemple). On
pourrait alors aner l'emploi de la méthode des olloations à e type de mirostrutures,
point ritique pour la question de départ : la détermination du omportement eetif des
polyristaux élastovisoplastiques.
Enn, une question inontournable se pose si on souhaite adopter une modélisation
polyristalline à des matériaux d'usage : il s'agit de la détermination expérimentale des
méanismes de déformation. Si on prend le as du dioxyde d'Uranium et qu'on se limite
à un méanisme de déformation par glissement, il n'est pas inutile de rappeler que e
matériau polyristallin est bien de struture ristallographique ubique à faes entrées
mais que, ompte-tenu de la nature (ionique) des liaisons atomiques dans e matériau,
88 CHAPITRE 6. PERSPECTIVES DE RECHERCHE
il possède deux plans de glissement (plans (110) et (100)) ontrairement aux métaux de
struture CFC (plan (111)). Pour ela, nous envisageons des essais méaniques sur des
mono-ristaux de dioxyde d'uranium, e qui permettrait d'identier es méanismes tout
en étudiant de plus près les origines du pi de ompression par ailleurs observé sur le
dioxyde d'uranium (en observe t-on un sur les mono-ristaux ? Dans quelles onditions ?
...). On pourrait alors avaner sur la question de la simulation de e pi de ompres-
sion. En parallèle, il faudrait étudier l'évolution de es méanismes de déformation ave
la température an de prédire la transition fragile-dutile de e matériau polyristallin,
par ailleurs aratérisée expérimentalement (matériau vierge d'irradiation). L'étape sui-
vante (de longue haleine) sera d'étudier les eets de l'irradiation sur es méanismes de
déformation (...).
La troisième question s'insrit dans une thématique générale et pluridisiplinaire : la
simulation des eets de l'irradiation sur la tenue en servie des matériaux de struture.
Cette modélisation des eets de l'irradiation est un problème réurrent dans de nom-
breux problèmes soulevés par les industriels du seteur de l'énergie életronuléaire :
pour les réateurs de 2ème et 3ème génération, on peut iter, par exemple, la fragili-
sation de l'aier de uve par l'irradiation. Pour les réateurs à venir (4ème génération
pour les réateurs à ssion, réateurs à fusion), ette question est enore plus d'atualité
ompte-tenu des onditions de température et d'irradiation envisagées. Parmi les dié-
rentes manifestations des eets de l'irradiation sur les matériaux de struture, on peut
iter :
 la modiation des propriétés méaniques : durissement, aélération du uage
thermique, uage induit par l'irradiation, fragilisation, ...
 les déformations de gonement induites par l'irradiation.
L'étude du premier point, formulé à l'éhelle loale (le grain ristallin), nous ramène à la
question préédente. Par exemple, on peut exprimer à l'éhelle granulaire l'aélération du
uage par l'irradiation, et don en déduire ses eets marosopiques (...). Ii, je souhaite
me onentrer sur le seond point, la problématique du gonement induit par l'irradiation,
question partiulièrement ritique pour la question de la tenue de l'élément ombustible
(onstitué du ombustible et de sa gaine, dont l'étanhéité garantit le onnement des
produits de ssion et atinides). En sus des dilatations thermiques, le gonement induit
par l'irradiation n'est en général pas négligeable, e qui, pour l'élément ombustible des
réateurs de puissane atuels, omme pour eux en projet (réateurs à neutrons rapides,
par exemple), peut onduire à une perte d'étanhéité de l'élément ombustible.
Dans le as des ombustibles MOX, on attend de la simulation qu'elle prédise orre-
tement les eets de e gonement sur les évolutions dimensionnelles de es ombustibles
en réateur. On attend aussi de la simulation qu'elle prédise l'état de ssuration de es
ombustibles (onduisant à une relâhement gazeux des produits de ssion gazeux dans
le rayon et don à une augmentation de le pression interne du rayon). Dans e ombus-
tible hétérogène (proédé de fabriation atuel), la réation nuléaire étant plus intense
dans les phases plutonifères, le gonement gazeux (induit par l'irradiation) y est poten-
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tiellement plus élevé. Mais, omme e gonement dépend de l'état de pression dans ette
phase plutonifère, il est diile de dire quel sera le gonement loal (et eetif) résultant.
La feuille de route sur e sujet est relativement laire. Elle a pour adre la simulation
de rayons pour lesquels sont onnues expérimentalement les prinipales aratéristiques
après irradiation (hauteur de la olonne ombustible notamment). Elle a pour point de
départ le modèle à variables internes présenté dans la setion 3.3.2, le ombustible MOX
étant vu omme un omposite biphasé (une matrie uranifère et des inlusions (les amas)
plutonifères). Elle néessitera des développements partiuliers dans notre outil de simu-
lation par éléments nis. Il nous faudra en partiulier oupler à l'éhelle de haune des
phases en présene le modèle miro-méanique et les modèles de gaz disponibles (...).
Du point de vue aadémique, la question de l'extension du modèle biphasé proposé dans
Riaud and Masson (2009) à des omportements non linéaires devra néessairement être
abordée.
La modélisation des eets de l'irradiation est aussi néessaire pour mieux simuler
l'interation pastille-gaine en lien ave les essais de qualiation expérimentale menés
par le CEA pour les industriels du seteur életro-nuléaire (voir Julien et al. (2006)
pour le détail). Ainsi, dans le modèle miro-méanique développé par J. Julien (voir
Julien et al. (2007)), deux éhelles sont dénies : elle des pores de fabriation et elles
des petites bulles à l'origine du gonement d'irradiation dans les ombustibles nuléaires.
Le modèle miro-méanique proposé dans es travaux permet d'estimer l'état de pression
moyen à haune de es éhelles. Réiproquement, les modèles de gaz établis par les
physiiens permettent de aluler le nombre de mles de gaz dans es porosités. A l'issue
des travaux de thèse de J. Julien, les perspetives sont les suivantes, par ordre de diulté
roissante :
 Optimiser le modèle miro-méanique développé (modèle de type N-phases). A
nouveau, il ne s'agit pas ii d'une optimisation informatique mais analytique visant
à diminuer drastiquement le nombre de degrés de liberté du modèle.
 Rendre eetif le ouplage ave le ahier des harges établi par J. Julien, e qui né-
essitera forément des omparaisons ave des données expérimentales onernant
des rayons ombustibles (mesure des déformées après solliitation, du relâhement
gazeux, ...).
 Distinguer (du point de vue miro-méanique) les bulles intra-granulaires des bulles
inter-granulaires, e qui devra se faire en lien ave la modélisation miro-méanique
de polyristaux, question lairement identiée plus haut.
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